
仿射空间

1 向量空间的基本概念

1.1 向量：线性空间中的元素

在经典解析几何中，向量通常被定义为有大小和方向的量，可以用有向线段表示。

然而，从现代数学观点来看，这种定义是具体而不够普遍的。

定义 1.1 (向量空间). 设 F 是一个域（通常是实数域 R 或复数域 C），V 是一个非空集

合，其上定义了两个运算：

• 加法：V × V → V，记作 (u, v) 7→ u + v

• 数乘：F× V → V，记作 (α, v) 7→ αv

如果满足以下八条公理（对任意 u, v,w ∈ V 和 α, β ∈ F）：

1. u + v = v + u （加法交换律）

2. (u + v) + w = u + (v + w) （加法结合律）

3. 存在 0 ∈ V，使得 v + 0 = v （零元存在）

4. 对每个 v ∈ V，存在 −v ∈ V，使得 v + (−v) = 0 （负元存在）

5. 1v = v （数乘单位元）

6. α(βv) = (αβ)v （数乘结合律）

7. α(u + v) = αu + αv （数乘分配律）

8. (α + β)v = αv + βv （数乘分配律）

则称 V 是 F 上的一个向量空间（或线性空间），V 中的元素称为向量。

例 1.1. 以下都是向量空间的例子：

1. Rn = {(x1, x2, . . . , xn) | xi ∈ R}，按分量加法和数乘构成 R 上的向量空间。
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2. Mm×n(R)：所有 m× n 实矩阵，按矩阵加法和数乘。

3. C[a, b]：定义在区间 [a, b] 上的所有连续实函数，按函数加法和数乘。

4. 多项式空间 R[x] 或 Rn[x]（次数不超过 n 的多项式）。

注 1.1. 在几何中，我们主要关心有限维实向量空间，特别是 R2 和 R3。但线性空间的

概念远比这广泛，它为统一处理各种数学对象提供了框架。

习题

1. 判断下列集合关于通常的加法和数乘是否构成 R 上的向量空间：

(a) {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0}；

(b) {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 1}；

(c) 所有次数不超过 n 的实系数多项式构成的集合 Rn[x]；

(d) 所有 2× 2 实矩阵中行列式为 0 的矩阵的集合。

2. 设 V 是向量空间，证明 0v = 0 对任意 v ∈ V 成立。

1.2 线性子空间与仿射子空间

定义 1.2 (线性子空间). 设 V 是 F 上的向量空间，W ⊆ V。如果 W 关于 V 的加法和

数乘也构成 F 上的向量空间，则称 W 是 V 的线性子空间（简称子空间）。等价地，W

是子空间当且仅当满足：

1. 0 ∈ W

2. 对任意 u, v ∈ W，有 u + v ∈ W （加法封闭）

3. 对任意 α ∈ F，v ∈ W，有 αv ∈ W （数乘封闭）

例 1.2. 1. 在 R3 中，过原点的直线和平面对应于一维和二维子空间。

2. 齐次线性方程组 Ax = 0 的解空间是 Rn 的子空间。

定义 1.3 (仿射子空间). 设 V 是向量空间，W 是 V 的子空间，a ∈ V。则集合

a +W = {a + w | w ∈ W}

称为 V 的一个仿射子空间（或线性流形）。W 称为该仿射子空间的方向子空间，dimW

称为其维数。

注 1.2. 几何解释：
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• 0 维仿射子空间：单点集 {a}

• 1 维仿射子空间：直线

• 2 维仿射子空间：平面

• n− 1 维仿射子空间：超平面

注 1.3 (仿射空间与线性空间的关系). 一个仿射子空间 a +W 是线性空间（向量空间）

的充要条件是它包含零向量 0。当且仅当 0 ∈ a +W，即存在 w ∈ W 使得 a + w = 0，
也即 a = −w ∈ W。此时 a +W = W。

换言之，仿射子空间是线性空间当且仅当它经过原点。这也是为什么我们常说” 线
性空间是过原点的仿射空间”。

习题

1. 判断下列 R3 的子集是否为仿射空间：

(a) W1 = {(x, y, z) | x = y}；

(b) W2 = {(x, y, z) | x2 + y2 = 0}；

(c) W3 = {(x, y, z) | x+ y = 1}；

(d) W4 = {(x, y, z) | x, y, z ∈ Q}（有理点）。

2. 设 a = (1, 2, 3)，W = {(x, y, z) | x + y − z = 0}。写出仿射子空间 a +W 的方程

表示。

3. 证明：两个仿射子空间的交集要么是空集，要么是一个仿射子空间。

1.3 共线与共面：几何概念的代数表述

基于仿射子空间的概念，我们可以严格定义几何中的共线、共面等概念。

定义 1.4 (共线). 设 V 是向量空间，v1, v2, . . . , vk ∈ V。称这些向量（或它们对应的点）

是共线的，如果存在一个一维仿射子空间包含所有这些点。等价地，存在向量 a, d ∈ V，

d 6= 0，使得每个 vi 可表示为

vi = a + tid, ti ∈ R

定义 1.5 (共面). 类似地，v1, v2, . . . , vk ∈ V 是共面的，如果存在一个二维仿射子空间
包含所有这些点。等价地，存在向量 a, d1, d2 ∈ V，其中 d1 和 d2 线性无关，使得每个

vi 可表示为

vi = a + sid1 + tid2, si, ti ∈ R
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1.4 共线共面的充要条件

定理 1.1 (三点共线的充要条件). 设 a, b, c是向量空间 V 中的向量。则 a, b, c共线当且
仅当存在不全为零的实数 λ, µ, ν，使得

λa + µb + νc = 0 且 λ+ µ+ ν = 0.

特别地，当 a, b, c 互不相同时，这等价于向量 b − a 与 c − a 线性相关。

证明. 必要性：若 a, b, c 共线，则存在向量 d 6= 0 和实数 t1, t2，使得 b = a + t1d，
c = a + t2d。于是

b − a = t1d, c − a = t2d,

故 (b − a) 与 (c − a) 线性相关。令 λ = t2 − t1, µ = −t2, ν = t1，则 λ+ µ+ ν = 0，且

λa + µb + νc = (t2 − t1)a − t2(a + t1d) + t1(a + t2d) = 0.

充分性：若存在不全为零的实数 λ, µ, ν 满足 λ+µ+ ν = 0 和 λa+µb+ νc = 0，不
妨设 ν 6= 0，则

c = −λ

ν
a − µ

ν
b.

由 λ+ µ+ ν = 0 得 −λ
ν
− µ

ν
= 1，故 c 是 a 和 b 的仿射组合，从而 a, b, c 共线。

推论 1.1.1 (行列式形式的共线判别). 在 R2 中，三点 (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) 共线的充

要条件是 ∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

在 R3 中，三点 (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3) 共线的充要条件是[
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

]
的秩 ≤ 1.

定理 1.2 (四点共面的充要条件). 设 a, b, c, d是向量空间 V 中的向量。则 a, b, c, d共面
当且仅当存在不全为零的实数 λ, µ, ν, ξ，使得

λa + µb + νc + ξd = 0 且 λ+ µ+ ν + ξ = 0.

特别地，当 a, b, c, d 中任意三点不共线时，这等价于向量 d − a, b − a, c − a 线性相关。

推论 1.2.1 (行列式形式的共面判别). 在 R3中，四点 (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3), (x4, y4, z4)

共面的充要条件是 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1

x4 y4 z4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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习题

1. 判断点 A(1, 2, 3), B(2, 3, 5), C(3, 4, 7) 是否共线。

2. 判断点 A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1), D(1, 1, 1) 是否共面。

3. 设 a, b, c 是三个不共线的向量。证明：点 x 在由 a, b, c 确定的平面上当且仅当
det(x − a, b − a, c − a) = 0。

4. 证明：四点 A,B,C,D 共面当且仅当存在不全为零的实数 λ, µ, ν, ω 使得 λ + µ +

ν + ω = 0 且 λ
−→
OA+ µ

−−→
OB + ν

−→
OC + ω

−−→
OD = 0，其中 O 为任意取定的原点。

1.5 一般情形：m 个点落在 r 维仿射子空间中的条件

定理 1.3 (m个点落在 r维仿射子空间中的充要条件). 设 V 是 n维向量空间，v1, v2, . . . , vm ∈
V。这些点落在某个 r 维仿射子空间中的充要条件是：矩阵

A =
(

v2 − v1 v3 − v1 · · · vm − v1

)
的秩不超过 r，其中每个 vi − v1 视为列向量。

特别地，m个点落在m−2维仿射子空间中的充要条件是：上述矩阵 A的秩≤ m−2，

即这 m− 1 个向量线性相关。

证明. 设这些点落在仿射子空间 a + W 中，其中 dimW = r。则存在 wi ∈ W 使得

vi = a + wi。于是

vi − v1 = wi − w1 ∈ W.

所以向量 v2 − v1, . . . , vm − v1 都属于 r 维子空间 W，因此它们张成的子空间维数不超

过 r，即矩阵 A 的秩 ≤ r。

反之，若矩阵 A 的秩为 r′ ≤ r，令 W = span{v2 − v1, . . . , vm − v1}，则 dimW =

r′ ≤ r，且所有点 vi 都在仿射子空间 v1 +W 中，其维数为 r′ ≤ r。通过取 W 的适当

扩大的子空间，可以得到 r 维仿射子空间包含这些点。

注 1.4. 作为特例：

1. 当 m = 3, r = 1 时，得到三点共线的条件：v2 − v1 与 v3 − v1 线性相关。

2. 当 m = 4, r = 2 时，得到四点共面的条件：v2 − v1, v3 − v1, v4 − v1 线性相关。

例 1.3. 判断点 v1 = (1, 0, 0), v2 = (0, 1, 0), v3 = (0, 0, 1), v4 = (1, 1, 1) 是否共面。

解：构造向量

v2 − v1 = (−1, 1, 0), v3 − v1 = (−1, 0, 1), v4 − v1 = (0, 1, 1).
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计算行列式∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 0

−1 0 1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1

∣∣∣∣∣0 1

1 1

∣∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣∣−1 1

0 1

∣∣∣∣∣+ 0 = −1(−1)− 1(−1) = 1 + 1 = 2 6= 0.

所以这三个向量线性无关，秩为 3，大于 2。因此四点不共面（实际上它们构成一个四
面体的顶点）。

2 仿射空间

2.1 仿射空间的定义

在之前的讨论中，我们研究了向量空间及其仿射子空间。向量空间有一个特殊的点

——原点 0，这使得我们可以将向量与点等同。但在纯粹的几何中，点与向量是有区别
的：点代表位置，向量代表位移。这种区别引出了仿射空间的概念。

定义 2.1 (仿射空间). 设 V 是 F 上的向量空间，A 是一个非空集合。如果存在映射

+ : A× V → A，记作 (p, v) 7→ p + v，满足：

1. 对任意 p ∈ A，p + 0 = p；

2. 对任意 p ∈ A，v,w ∈ V，有 (p + v) + w = p + (v + w)；

3. 对任意 p, q ∈ A，存在唯一的向量 v ∈ V 使得 q = p + v，记作 v = −→pq。

则称 A 是一个仿射空间，A 中的元素称为点。dimV 称为 A 的维数。

注 2.1. 仿射空间与向量空间的本质区别在于：向量空间有自然指定的原点 0，而仿射
空间中没有这样的特殊点。在仿射空间中，所有点都是平等的，我们只能通过向量来表

示点之间的相对位置。这正是“仿射”一词的原意——点与点之间的“邻近关系”才是

基本的。

2.2 原点的选取与坐标化

尽管仿射空间没有天然的原点，但我们可以通过任意选定一个点作为“原点”，从

而将仿射空间与向量空间等同起来。

定理 2.1 (仿射空间与向量空间的同构). 设 A 是以 V 为伴随向量空间的仿射空间。任

取一点 O ∈ A，定义映射

ΦO : A → V, ΦO(p) =
−→
Op.

6



则 ΦO 是一个一一对应（双射），且满足：

ΦO(p + v) = ΦO(p) + v, ∀p ∈ A, v ∈ V.

换句话说，通过选定原点 O，我们可以将仿射空间 A 与向量空间 V 等同起来：每个点

p 对应一个唯一的向量（位置向量）。

证明. 首先，由定义，对每个 p，−→
Op 是 V 中唯一确定的向量。若 ΦO(p) = ΦO(q)，则

−→
Op =

−→
Oq，从而 q = O+

−→
Oq = O+

−→
Op = p，故 ΦO 是单射。对任意 v ∈ V，取 p = O+v，

则 ΦO(p) = v，故 ΦO 是满射。因此 ΦO 是双射。性质 ΦO(p + v) = ΦO(p) + v 可直接
验证。

这个定理表明：一旦选定原点，仿射空间就变成了向量空间。因此，我们通常将 Fn

既视为向量空间（以原点为基准），也视为仿射空间（点集）。在几何问题中，我们往往

需要同时使用这两种观点。

2.3 仿射坐标系

将原点和基结合起来，就得到了仿射空间中的坐标系。

定义 2.2 (仿射坐标系). 设 A是 n维仿射空间，O ∈ A是一个点（称为原点），{e1, . . . , en}
是伴随向量空间 V 的一个基。则 (O; e1, . . . , en) 定义了 A 上的一个仿射坐标系。

在仿射坐标系下，任意点 P ∈ A 的位置向量
−→
OP 可以唯一地表示为基的线性组合：

−→
OP = x1e1 + · · ·+ xnen.

我们称有序数组 (x1, . . . , xn) 为点 P 在该仿射坐标系下的坐标。

注 2.2. 注意区分点的坐标与向量的坐标：点 P 的坐标依赖于原点的选取，而向量 v的
坐标只依赖于基的选取。当原点改变时，点的坐标会发生变化，但向量的坐标保持不变

（因为向量与原点无关）。

通过仿射坐标系，我们将抽象的仿射空间具体化为 Fn：每个点对应一个坐标 n 元

组，每个向量对应一个坐标 n 元组。这正是在解析几何中我们一直在做的事情——用

坐标研究几何。

2.4 坐标变换

在几何问题中，我们经常需要变换坐标系。例如，为了简化方程，我们可能将原点

移动到曲线的中心等。坐标变换公式描述了同一个点在不同坐标系下的坐标之间的关

系。
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定义 2.3 (坐标变换公式). 设有两个仿射坐标系：旧系 (O; e1, . . . , en)和新系 (O′; e′1, . . . , e′n)。
设新原点 O′ 在旧系中的坐标为 (a1, . . . , an)，新基向量在旧基下的坐标为：

e′j = p1je1 + p2je2 + · · ·+ pnjen, j = 1, . . . , n.

则点 P 的旧坐标 (x1, . . . , xn) 与新坐标 (x′
1, . . . , x

′
n) 之间的关系为：

x1

...
xn

 =


a1
...
an

+ P


x′
1
...
x′
n

 ,

其中 P = (pij) 是过渡矩阵（可逆）。这可以写成更紧凑的齐次坐标形式：
x1

...
xn

1

 =


p11 · · · p1n a1
... . . . ... ...

pn1 · · · pnn an

0 · · · 0 1




x′
1
...
x′
n

1

 .

证明. 由 −→
OP =

−−→
OO′ +

−−→
O′P，即

n∑
i=1

xiei =
n∑

i=1

aiei +
n∑

j=1

x′
je′j =

n∑
i=1

aiei +
n∑

j=1

x′
j

n∑
i=1

pijei.

比较 ei 的系数即得 xi = ai +
∑n

j=1 pijx
′
j，即矩阵形式。

习题

1. 在 R2 中，取基 e1 = (1, 1), e2 = (1,−1)，求向量 v = (3, 2) 在该基下的坐标。

2. 设有两个仿射坐标系：旧系 (O; i, j)，新系 (O′; i′, j′)，其中 O′ = (2, 1) 在旧系中，

i′ = i + j, j′ = i − j。求坐标变换公式，并将点 P 的新坐标 (1, 2) 转换为旧坐标。

3. 证明：过渡矩阵 P 是可逆的，且其逆矩阵给出了从新坐标到旧坐标的变换。

4. 在 R3 中，给定两组基 {e1, e2, e3}和 {f1, f2, f3}，其中 f1 = e1+ e2, f2 = e2+ e3, f3 =
e3 + e1。求从 {ei} 到 {fi} 的过渡矩阵，以及向量 v = 2e1 + 3e2 − e3 在 {fi} 下的
坐标。

5. 证明：通过选定原点，仿射空间 A 与伴随向量空间 V 之间的对应 ΦO 保持向量

的加法，即
−−−−−−→
O(p + v) = −→

Op + v。
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2.5 仿射子空间

定义 2.4 (仿射子空间). 设 A 是以 V 为伴随向量空间的仿射空间。非空子集 B ⊆ A 称

为 A 的一个仿射子空间，如果存在一点 p ∈ B 和一个线性子空间 W ⊆ V，使得

B = p +W := {p + w | w ∈ W}.

注 2.3. 定义中的 p 可以任意选取，因为若 q ∈ B，则 q = p + w0，从而 B = q +W。

因此，方向子空间 W 由 B 唯一确定，而 p 的选取是自由的。

注 2.4. 仿射子空间也可以内蕴地刻画：B ⊆ A是仿射子空间当且仅当 B 自身（在从 A

继承的加法下）构成一个仿射空间，其伴随向量空间是 V 的某个子空间。具体地，定义

WB = {−→pq | p, q ∈ B}，则 WB 是 V 的线性子空间，且对任意 p ∈ B，有 B = p +WB。

定理 2.2 (仿射子空间的等价刻画). 设 A 是仿射空间，B ⊆ A 非空。则 B 是仿射子空

间当且仅当对任意 p, q, r ∈ B 和任意实数 λ，有

p + λ−→qr ∈ B.

证明. 若 B = p0+W 是仿射子空间，则对任意 p, q, r ∈ B，记 p = p0+wp，q = p0+wq，

r = p0+wr，则 −→qr = wr−wq ∈ W，从而 p+λ−→qr = p0+(wp+λ(wr−wq)) ∈ p0+W = B。

反之，若该条件成立，任取 p0 ∈ B，令 W = {−→p0x | x ∈ B}，可证 W 是线性子空间，

且 B = p0 +W。

注 2.5. 这个刻画表明，仿射子空间对“加权平均”运算封闭：任意点加上任意方向（由
子空间中的两点确定）的任意倍数仍在该子空间中。这正是仿射结构的本质。

注 2.6 (与向量空间中仿射子空间的关系). 若我们选定一个原点 O ∈ A，则通过映射

ΦO : A → V，A 与 V 等同。此时 A 中的仿射子空间 B = p+W 对应于 V 中的仿射子

空间 ΦO(B) = ΦO(p) +W。因此，抽象定义与第一章中给出的向量空间中的仿射子空

间概念完全一致。

定理 2.3 (仿射空间中点落在仿射子空间的条件). 设 A 是以 V 为伴随向量空间的仿射

空间，P1, P2, . . . , Pr ∈ A。则这些点落在 A 的某个 m 维仿射子空间中的充要条件是：

向量组

{
−−→
P1P2,

−−→
P1P3, . . . ,

−−→
P1Pr} ⊂ V

生成的线性子空间 W 的维数不超过 m。

证明. 若这些点落在某个 m 维仿射子空间 B = Q + W 中（W 是 V 的 m 维子空间，

Q ∈ A），则对任意 i，存在 wi ∈ W 使得 Pi = Q+ wi。于是

−−→
P1Pi =

−−−−−−−−−−−−→
(Q+ w1)(Q+ wi) = wi − w1 ∈ W.
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因此所有
−−→
P1Pi 都属于 W，从而它们张成的子空间包含于 W，维数 ≤ m。

反之，设 span{−−→P1P2, . . . ,
−−→
P1Pr} 的维数为 s ≤ m，令 W = span{−−→P1P2, . . . ,

−−→
P1Pr}，

则 W 是 V 的 s 维子空间。考虑仿射子空间 B = P1 +W。由于对每个 i，
−−→
P1Pi ∈ W，

故 Pi = P1 +
−−→
P1Pi ∈ B。因此所有点都在 B 中，而 B 是 s 维仿射子空间。由于 s ≤ m，

我们总可以将 W 扩大为一个 m 维子空间 W ′（例如取 W 与某个 m− s 维子空间的直

和），则 P1 +W ′ 是包含这些点的 m 维仿射子空间。

注 2.7. 该条件不依赖于基点 P1 的选择：若换成 Pk 作为基点，则向量组 {
−−→
PkPi}i ̸=k 张成

的子空间与 {
−−→
P1Pi}i>1 张成的子空间相同（因为

−−→
PkPi =

−−→
PkP1+

−−→
P1Pi，且

−−→
PkP1 = −

−−→
P1Pk

已在前者中）。因此条件具有内蕴性。

推论 2.3.1 (三点共线的条件). 三点 P1, P2, P3 共线（即落在 1 维仿射子空间中）当且

仅当
−−→
P1P2 与

−−→
P1P3 线性相关。

推论 2.3.2 (四点共面的条件). 在三维仿射空间 A 中，四点 P1, P2, P3, P4 共面（即落在

2 维仿射子空间中）当且仅当
−−→
P1P2,

−−→
P1P3,

−−→
P1P4 线性相关。

注 2.8. 对 A 取定仿射坐标系后，我们可将其等同于 FdimA, 从而可以使用前一章的行
列式判别法等。

2.6 从参数表示到方程组

给定一个 m 维仿射子空间 S = P0 +W，其中 W ⊆ V 是 m 维线性子空间。在取

定一个仿射坐标系后 (O, e1, . . . , en)，点可以用坐标表示，我们希望能用一组线性方程

来刻画 S。在仿射坐标系下，设 P0 的坐标为 (p1, . . . , pn)。取 W 的一组基 w1, . . . ,wm，

并将它们写成列向量

wj = (w1j, w2j, . . . , wnj)
T, j = 1, . . . ,m.

则点 X = (x1, . . . , xn) 属于 S 当且仅当存在参数 t1, . . . , tm ∈ F 使得
x1

x2

...
xn

 =


p1

p2
...
pn

+


w11 w12 · · · w1m

w21 w22 · · · w2m

... ... . . . ...
wn1 wn2 · · · wnm




t1

t2
...
tm

 . (1)

这是一个关于 t1, . . . , tm 的线性方程组，它有解当且仅当 X−P0 位于矩阵 B = (wij)的

列空间中。由于 B 的秩为 m，它的左零空间维数为 n−m，即存在 n−m 个线性无关

的行向量 a1, . . . , an−m（每个 ai 是 n 维行向量），使得

aiB = 0, i = 1, . . . , n−m.
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将这些行向量记为 ai = (ai1, . . . , ain)，则对任意 X ∈ S 有

ai(X − P0) = 0, i = 1, . . . , n−m,

即
n∑

j=1

aij(xj − pj) = 0, i = 1, . . . , n−m. (2)

这 n−m 个方程就是 S 的方程组表示。它们彼此独立，因为行向量 ai 线性无关。反之，
若 X 满足 (2)，则 X − P0 与所有 ai 正交，从而属于 B 的列空间，故 X ∈ S。

因此，一个 m 维仿射子空间总可以由 n−m 个独立的线性方程联立描述。特别地，

当 m = n− 1 时只有一个方程，即超平面的方程。

例 2.1 (三维空间中的直线). 在 R3 中，取过点 P0 = (1, 2, 3)、方向为 v = (1, 0, 1) 的直

线。W 由 v 张成，矩阵 B = (1, 0, 1)T 是 3× 1 矩阵。需要找两个线性无关的行向量与

B 正交，即满足 a1 · 1 + a2 · 0 + a3 · 1 = 0。可取

a1 = (1, 0,−1), a2 = (0, 1, 0).

于是直线方程为 1 · (x− 1) + 0 · (y − 2) + (−1) · (z − 3) = 0,

0 · (x− 1) + 1 · (y − 2) + 0 · (z − 3) = 0,

即 x− z + 2 = 0 且 y = 2。

3 仿射变换

3.1 仿射变换的定义

定义 3.1 (仿射变换). 设 A 和 A′ 是两个仿射空间，分别以 V 和 V ′ 为伴随向量空间。

映射 Φ : A → A′ 称为仿射变换（或仿射映射），如果存在线性单射 φ : V → V ′，使得

对任意 p, q ∈ A，有
−−−−−−→
Φ(p)Φ(q) = φ(−→pq).

换句话说，仿射变换在“点”的层面上可以任意移动，但在“向量”的层面上必须

是线性的。

定理 3.1. 如果仿射变换 Φ 有不动点 O，则在以 O 为原点的坐标系中，Φ 退化为线性

变换 φ。

注 3.1. 如果选定一个原点 O ∈ A，记 O′ = Φ(O)，则对任意点 p，有

Φ(p) = O′ + φ(
−→
Op).

这就是仿射变换的常见形式：线性部分 φ 加上平移 O′。
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所有仿射自同构 Φ : A → A 在映射的复合运算下构成一个群，称为 A 的仿射变换
群，记作 Aff(A) 或 Aff(n,F) 这里 n = dimA。任取一个仿射坐标系，每个可逆仿射变

换可唯一表示为 (
x′

1

)
=

(
M t
0⊤ 1

)(
x
1

)
,

其中 M ∈ GL(n,F)，t ∈ Fn。因此 Aff(n,F) 同构于矩阵群{(
M t
0 1

) ∣∣∣∣∣M ∈ GL(n,F), t ∈ Fn

}
,

它是 GL(n + 1,F) 的子群，且可表示为半直积 Fn ⋊ GL(n,F)，其中平移部分构成正规
子群。

3.2 仿射变换的基本性质

我们仅从定义出发，来推导仿射变换的核心性质。

定理 3.2 (仿射变换保持仿射子空间). 设 Φ : A → A′ 是仿射映射，即存在线性映射

φ : V → V ′ 使得对任意 P,Q ∈ A 有

−−−−−−−→
Φ(P )Φ(Q) = φ(

−→
PQ).

若 S ⊆ A 是一个 m 维仿射子空间，则 Φ(S) ⊆ A′ 是一个维数是 m 的仿射子空间。

证明. 取 P0 ∈ S，则 Φ(S) = Φ(P0) + φ(W )，而 φ(W ) 是 m 维线性子空间，所以 Φ(S)

是仿射子空间。

推论 3.2.1. 在仿射变换下，点共线、共面等性质保持不变。更一般地，r 个点落在 m

维仿射子空间中这一性质是仿射不变的。

定理 3.3 (实数域上仿射变换的逆向刻画). 设 A 和 A′ 是实数域上的仿射空间（维数

n ≥ 2），伴随向量空间分别为 V 和 V ′。设 f : A → A′ 是一个连续单射，满足：对 A

中的任意直线 l ⊆ A，像集 f(l) 是 A′ 中的一条直线，则 f 是仿射映射。

证明. 在 A 中任选一点 O，定义映射 g : V → V ′ 为

g(v) =
−−−−−−−−−−→
f(O) f(O + v).

则 g(0) = 0，且 f 是仿射映射当且仅当 g 是线性映射。平移不改变直线性质，因此 g

也将 V 中每条直线映为 V ′ 中的一条直线或一个点，且 g 连续。

Step 1. 证明 g 是加性的 首先证明 f 保持平行性。设 l1 和 l2 是 V 中两条平行直

线，若它们不相交，则它们的像也不相交（否则与单射矛盾），因此像是平行直线。

12



现在取任意 u, v ∈ V，考虑点 O,P := O + u, Q := O + v, R := O + u + v。它们构
成一个平行四边形的顶点。由于 f 保平行性，四边形 f(O), f(P ), f(Q), f(R) 是一个平

行四边形的顶点，从而由平行四边形法则

g(u + v) = g(u) + g(v).

Step 2. 证明 g 是齐次的 由加性，对任意有理数 q，有 g(qv) = qg(v)。现固定
非零向量 v，考虑直线 l = {tv | t ∈ R}。其像 g(l) 是一条过原点的直线。由连续性

g(tv) = tg(v)。
由加性和齐次性，g 是线性映射。因此 f 是仿射变换。

注 3.2. 上述证明中，我们使用了实数域上可加函数连续则必为线性这一事实。这依赖
于实数域的序结构和连续性。若域不是 R，结论可能不成立。下面给出一个反例。

例 3.1 (复数域上的反例). 取域 F = C，考虑共轭映射 f : Cn → Cn 定义为

f(z1, . . . , zn) = (z1, . . . , zn),

其中 z 表示复共轭。则：

• 对任意复直线 L = {a + tb | t ∈ C}，其像为

f(L) = {a + tb | t ∈ C} = {a + sb | s ∈ C},

仍是一条复直线。因此 f 将每条直线映为直线。

• 但 f 不是 C-线性映射，例如对 i ∈ C 有 f(iz) = −if(z) 6= if(z)，所以 f 不是关

于域 C 的仿射变换。

这个反例表明，当域存在非平凡自同构时，存在保持直线结构的非仿射映射。

注 3.3. 在实数域上，由于 R 只有恒等自同构，且连续加性函数必为线性，因此定理成
立。在一般域上，需要额外条件（如域无自同构，或映射连续等）才能保证仿射性。

3.3 仿射不变量

从内蕴定义出发，我们可以发现一些在仿射变换下保持不变的量——这些量刻画

了图形的仿射本质。

定义 3.2 (单比). 设 A,B,C 是共线的三点，且 A 6= C。它们的单比（或简比）定义为

(B,C;A) =

−→
AB
−→
AC

.

由定义，仿射变换保持共线三点的单比不变。

定理 3.4 (平行线段比不变). 两条平行线段之比在仿射变换下保持不变。

证明. 设 AB ‖ CD，则存在 λ 使得
−−→
CD = λ

−→
AB。在仿射变换下，

−−→
C ′D′ = φ(

−−→
CD) =

λφ(
−→
AB) = λ

−−→
A′B′，因此 |

−−→
C ′D′|/|

−−→
A′B′| = |λ| 保持不变。

13



3.4 埃尔朗根纲领的观点

现在我们可以从更宏观的视角理解本章的内容：

几何学 变换群 基本不变量
欧氏几何 刚体运动群（保距变换） 长度、角度、面积

仿射几何 仿射变换群 共线性、平行性、单比、面积比

射影几何 射影变换群 共线性、交比

仿射几何位于欧氏几何和射影几何之间：它比欧氏几何更“宽松”（允许伸缩和错

切），但比射影几何更“严格”（保持平行性）。从变换群的角度看，我们有如下包含关

系：

刚体运动群 ⊂相似变换群 ⊂仿射变换群 ⊂射影变换群.

变换群越大，保留的性质越少，几何学的研究对象就越“粗糙”但同时也更“本质”。

注 3.4. 在下一章我们将看到，如果在射影平面中固定一条直线（称为“无穷远直线”），
那么保持这条直线不变的射影变换恰好构成一个与仿射变换群同构的子群。这揭示了

仿射几何是射影几何在选定一条“无穷远直线”后的特例。

3.5 应用与实例

在仿射几何中，通过仿射变换可以互化的图形被认为是等价的：

• 所有三角形都与正三角形仿射等价；

• 所有平行四边形都与正方形仿射等价；

• 所有椭圆都与圆仿射等价；

• 所有双曲线都与等轴双曲线仿射等价。

这意味着，在研究图形的仿射性质时，我们可以选择最简单的代表元（如正三角形、

圆）进行分析，然后将结论通过仿射变换推广到一般情形。

习题

1. 证明：仿射变换保持三角形的重心不变（即三角形重心的像等于像三角形的重心）。

2. 求平面仿射变换，它将点 (0, 0), (1, 0), (0, 1) 分别映射到 (1, 2), (3, 3), (2, 5)。
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4 范数与内积

4.1 范数：向量长度的推广

定义 4.1 (范数). 设 V 是 F 上的向量空间，函数 ‖ · ‖ : V → R 称为 V 上的一个范数，
如果满足：

1. 正定性：‖v‖ ≥ 0，且 ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0

2. 齐次性：‖αv‖ = |α| · ‖v‖，∀α ∈ F, v ∈ V

3. 三角不等式：‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖，∀u, v ∈ V

称 (V, ‖ · ‖) 为赋范线性空间。

例 4.1. 常见的范数：

1. Rn 上的欧几里得范数（l2 范数）：‖(x1, . . . , xn)‖2 =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n

2. Rn 上的 lp 范数（p ≥ 1）：‖(x1, . . . , xn)‖p = (|x1|p + · · ·+ |xn|p)1/p

3. Rn 上的 l∞ 范数：‖(x1, . . . , xn)‖∞ = max{|x1|, . . . , |xn|}

4. 矩阵的 Frobenius 范数：‖A‖F =
√∑

i,j a
2
ij

注 4.1. 在几何中，我们通常使用欧几里得范数，它源于勾股定理，具有旋转不变性。但
不同的范数定义了不同的几何，如 l1 范数对应曼哈顿距离，l∞ 范数对应切比雪夫距离。

4.2 内积：角度与正交性的基础

定义 4.2 (内积). 假设 F 是 C 或 R. 设 V 是 F 上的向量空间，函数 〈·, ·〉 : V × V → F
称为 V 上的内积，如果满足：

1. 正定性：〈v, v〉 ∈ R≥0，且 〈v, v〉 = 0 ⇐⇒ v = 0

2. 共轭对称性：〈u, v〉 = 〈v, u〉

3. 线性性：〈αu + βv,w〉 = α〈u,w〉+ β〈v,w〉

这里 z 表示 z 的复共轭（在实向量空间中等同于对称性）。如果 〈u, v〉 = 0，则称 u 与
v 正交，记作 u ⊥ v。

定理 4.1 (内积诱导范数). 如果 〈·, ·〉 是 V 上的内积，则 ‖v‖ =
√
〈v, v〉 定义了 V 上的

一个范数。
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定义 4.3 (夹角). 在实内积空间中，定义向量 u, v 之间的夹角 θ 为：

cos θ =
〈u, v〉
‖u‖‖v‖ , 0 ≤ θ ≤ π

例 4.2 (标准内积). Rn 上的标准内积（点积）为：

x · y = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

由此诱导的范数就是欧几里得范数。

习题

1. 证明：在 Rn 中，‖x‖∞ = max{|x1|, . . . , |xn|} 满足范数的定义。

2. 计算向量 u = (1, 2, 2) 和 v = (−2, 1, 2) 的内积、长度和夹角（在标准内积下）。

3. 设 u, v 是内积空间中的非零向量。证明：‖u+ v‖ = ‖u‖+ ‖v‖ 当且仅当 u 与 v 同
向（即存在 λ > 0 使得 u = λv）。

4.3 仿射空间与内积空间

设 A 是一个仿射空间，其伴随向量空间为 V。假设 V 上赋予了一个内积 〈·, ·〉。此
时，A 中两点 P,Q 的距离定义为

d(P,Q) = ‖
−→
PQ‖ =

√
〈
−→
PQ,

−→
PQ〉.

在实内积空间中，还可以定义向量间的夹角；在复内积空间中，虽然不能直接定义实数

值的夹角，但可以定义正交性

定义 4.4 (仿射子空间的正交). 设 S1 = P1 +W1 和 S2 = P2 +W2 是 A 中的两个仿射子

空间。称 S1 与 S2 正交，如果它们的方向子空间 W1 与 W2 正交，即对任意 w1 ∈ W1

和 w2 ∈ W2，有 〈w1,w2〉 = 0。

注意，正交性只依赖于方向，与子空间的位置无关。例如，在实空间中，两条直线

垂直当且仅当它们的方向向量内积为零；在复空间中，我们仍说两条直线正交，如果它

们的方向向量内积为零（此时内积是 Hermite 内积，正交条件仍为 〈w1,w2〉 = 0）。

定义 4.5 (超平面的法向量). 设 H = P0 + W 是 A 中的一个超平面。任一非零向量

n ∈ W⊥ 称为 H 的一个法向量。若 ‖n‖ = 1，则称其为单位法向量。

由于 W⊥ 是一维的，所有法向量彼此共线。在实空间中，超平面将空间分成两个半

空间，法向量的方向可以用于指定其中一个半空间；在复空间中，虽然没有“半空间”

的概念，但法向量仍可用于表示超平面方程。
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定理 4.2 (超平面的点法式方程). 设 H 是过点 P0 且以 n 为法向量的超平面，则点
a ∈ A 位于 H 上当且仅当

〈n, −→
P0a〉 = 0.

若取定一个仿射坐标系，将点的坐标代入即得超平面的线性方程。在实 Rn 中，超

平面方程可写为 a1x1 + · · · + anxn = b，其中 (a1, . . . , an) 是法向量分量。在复 Cn 中，

方程形如
∑

aixi = c 或
∑

aixi = c，取决于内积的约定（通常取第一个变量线性，第二

个变量共轭线性）。

4.4 点到仿射子空间的距离与正交投影

设 S = P0 +W 是 A 中的一个仿射子空间，Q ∈ A 是任意一点。我们欲求 Q 到 S

的最短距离，以及 S 上离 Q 最近的点（称为 Q 在 S 上的正交投影）。

定理 4.3 (正交投影的存在唯一性). 对于任意点 Q，存在唯一的点 R ∈ S 使得
−→
RQ ⊥ W

（即
−→
RQ 与 W 中所有向量正交）。这个点 R 称为 Q 在 S 上的正交投影，且满足

‖
−→
RQ‖ = min

X∈S
‖
−−→
XQ‖.

这个值称为 Q 到 S 的距离，记为 d(Q,S)。

证明. 令 v =
−−→
P0Q。在内积空间 V 中，存在唯一的正交分解 v = w+w⊥，其中 w ∈ W，

w⊥ ∈ W⊥（这是内积空间的基本性质：对有限维子空间存在正交投影）。取 R = P0+w，
则

−→
RQ = v − w = w⊥ ∈ W⊥，故

−→
RQ ⊥ W。对任意 X = P0 + w′ ∈ S，有

‖
−−→
XQ‖2 = ‖v − w′‖2 = ‖w⊥ + (w − w′)‖2 = ‖w⊥‖2 + ‖w − w′‖2 ≥ ‖w⊥‖2,

等号成立当且仅当 w′ = w，即 X = R。因此 R 是唯一的最近点，且距离为 ‖w⊥‖。

特别地，当 S 是超平面时，w⊥ 与法向量平行，距离公式简化为

d(Q,S) =
| 〈n, −−→

P0Q〉 |
‖n‖ ,

其中 n 是任意法向量。

例 4.3 (例子：点到直线的投影). 在 R3 中，设直线 l 过点 P0 方向为 d（单位向量），则
W = span{d}。点 Q 到 l 的正交投影为

R = P0 + 〈
−−→
P0Q, d〉d,

距离为 ‖
−−→
P0Q− 〈

−−→
P0Q, d〉d‖。在复空间中，公式相同，但内积为 Hermite 内积。
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5 向量运算的几何意义与外代数

5.1 外积

在三维向量空间 R3 中，我们可以定义外积（向量积），它不适用于一般的向量空

间。

定义 5.1 (三维空间的外积). 设 u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ∈ R3，它们的外积（或
向量积）定义为：

u × v =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1)

其中 i, j, k 是 R3 的标准基向量。

定理 5.1 (外积的性质). 对任意 u, v,w ∈ R3，α ∈ R：

1. u × v = −v × u （反交换性）

2. u × v 同时垂直于 u 和 v

3. 拉格朗日恒等式：‖u × v‖2 = ‖u‖2‖v‖2 − (u · v)2

4. ‖u × v‖ = ‖u‖‖v‖ sin θ，其中 θ 是 u 与 v 的夹角, 也等于以 u 和 v 为邻边的平行
四边形面积

证明. 设 u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ∈ F3。

1. 由行列式性质，交换两行改变符号，故 u × v = −v × u。直接计算也可验证。

2. 计算点积：

(u × v) · u =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

同理 (u × v) · v = 0。因此 u × v 同时垂直于 u 和 v。

3. 拉格朗日恒等式：可直接展开或用 Cauchy-Binet 公式，我们在外代数会给出其另
外解释。

4. 平行四边形面积：以 u, v 为邻边的平行四边形面积为 ‖u‖‖v‖ sin θ，其中 θ 为两

向量夹角。由拉格朗日恒等式可得

‖u × v‖2 = ‖u‖2‖v‖2 − (u · v)2 = ‖u‖2‖v‖2(1− cos2 θ) = ‖u‖2‖v‖2 sin2 θ,

因此 ‖u × v‖ = ‖u‖‖v‖ sin θ。
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例 5.1. 求过三点 A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1) 的平面的法向量和方程。

解：取 u =
−→
AB = (−1, 1, 0), v =

−→
AC = (−1, 0, 1)，则法向量为

n = u × v =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
−1 1 0

−1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1, 1, 1).

平面方程为 (x− 1, y, z) · (1, 1, 1) = 0，即 x+ y + z = 1。

5.2 标量三重积与混合积

定义 5.2 (标量三重积). 三个向量 u, v,w ∈ R3 的标量三重积定义为：

[u, v,w] = u · (v × w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣
定理 5.2 (三重积的几何意义). |[u, v,w]|等于以 u, v,w为邻边的平行六面体的体积。特
别地，[u, v,w] = 0 当且仅当 u, v,w 共面。

定义 5.3 (向量三重积). 三个向量 u, v,w ∈ R3 的向量三重积定义为 u × (v × w)。

定理 5.3 (三重积公式).

u × (v × w) = (u · w)v − (u · v)w

(u × v)× w = (u · w)v − (v · w)u

习题

1. 计算 u = (1, 2, 3) 与 v = (4, 5, 6) 的叉积，并验证其结果与 u, v 都正交。

2. 求以 u = (1, 0, 1), v = (0, 1, 1),w = (1, 1, 0) 为邻边的平行六面体的体积。

3. 计算 u × (v × w) 并验证向量三重积公式。

5.3 外代数初步

为了将外积的概念推广到高维空间，我们需要引入外代数的概念。

定义 5.4 (k-向量). 对于向量空间 V 中的向量 v1, . . . , vk，它们的楔积（wedge product）
v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vk 称为一个 k-向量（k-vector），或外 k-形式。它满足以下性质：
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1. 多重线性性：对每个变量都是线性的。

2. 反对称性：交换任意两个向量改变符号，即

v1 ∧ · · · ∧ vi ∧ · · · ∧ vj ∧ · · · ∧ vk = −v1 ∧ · · · ∧ vj ∧ · · · ∧ vi ∧ · · · ∧ vk.

3. 结合性：(u ∧ v) ∧ w = u ∧ (v ∧ w)。

特别地，如果任意两个向量线性相关，则 v1 ∧ · · · ∧ vk = 0。

定义 5.5 (外代数). 设 V 是 n 维向量空间。所有 k-向量张成的空间记作
∧k V，称为 V

的 k 次外幂。特别地，
∧1 V = V，

∧0 V = F（标量场）。
外代数是直和 ∧

V =
n⊕

k=0

k∧
V,

它是一个 2n 维的向量空间。

定理 5.4. 设 {e1, . . . , en}是 V 的一组基。则
∧k V 的一组基由所有形如 ei1∧ei2∧· · ·∧eik

（其中 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n）的 k-向量组成。因此

dim
k∧
V =

(
n

k

)
.

特别地，
∧n V 是一维的，其基为 e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en，称为体积元。

证明. 首先证明这些元素线性无关。假设存在系数 ai1···ik ∈ F 使得∑
1≤i1<···<ik≤n

ai1···ik ei1 ∧ · · · ∧ eik = 0. (1)

对任意一组固定的指标 J = (j1, . . . , jk)，考虑线性映射 φJ :
∧k V → F，其定义为：对

任意可分解的 k-向量 v1 ∧ · · · ∧ vk，将每个 vs 用基展开为 vs =
∑n

i=1 vsiei，则令

φJ(v1 ∧ · · · ∧ vk) = det
(
vs,jt

)k
s,t=1

.

由行列式的多重线性和反对称性，此定义可唯一地线性延拓为
∧k V 上的线性映射，且

满足 φJ(eJ) = 1，而对 I 6= J 有 φJ(eI) = 0。将 φJ 作用于上述等式两边，得 aJ = 0。

由 J 的任意性，所有系数为零，故这些 k-向量线性无关。
其次证明它们张成

∧k V。任意 ω ∈
∧k V 可表示为一些可分解元素的线性组合，而

每个可分解元素可写成 v1 ∧ · · · ∧ vk。将每个 vs 用基展开并利用楔积的多重线性性，得

到一些基向量的楔积的线性组合，再通过反对称性将指标调整为递增顺序，即得 ω 可

表为 eI 的线性组合。因此这些 k-向量构成一组基，从而维数为
(
n
k

)
。
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命题 5.1. 设 v1, . . . , vk 是向量空间 V 中的 k 个向量，它们的楔积为 v1 ∧ · · · ∧ vk。如

果另一组向量 u1, . . . , uk 可以由 v1, . . . , vk 线性表示，即存在系数矩阵 A = (aij) ∈ Fk×k

使得

ui =
k∑

j=1

aijvj, i = 1, . . . , k,

则它们的楔积满足

u1 ∧ · · · ∧ uk = (detA) v1 ∧ · · · ∧ vk.

证明. 由楔积的多重线性性，

u1 ∧ · · · ∧ uk =
k∑

j1,...,jk=1

a1j1 · · · akjk vj1 ∧ · · · ∧ vjk .

由于楔积的反对称性，只有当指标 j1, . . . , jk 互异时，vj1 ∧ · · · ∧ vjk 才可能非零，且此

时它等于 sgn(σ) v1 ∧ · · · ∧ vk，其中 σ 是排列 (1, . . . , k) 7→ (j1, . . . , jk)。因此上式化为(∑
σ∈Sk

sgn(σ) a1,σ(1) · · · ak,σ(k)

)
v1 ∧ · · · ∧ vk = (detA) v1 ∧ · · · ∧ vk.

5.4 楔积与内积

定理 5.5 (楔积空间上的诱导内积). 设 V 是一个实内积空间或复内积空间，〈·, ·〉 为其
内积。则对于每个 k，外幂空间

∧k V 上存在唯一的内积（仍记作 〈·, ·〉），使得对任意
v1, . . . , vk,w1, . . . ,wk ∈ V，有

〈v1 ∧ · · · ∧ vk, w1 ∧ · · · ∧ wk〉 = det
(
〈vi,wj〉

)k
i,j=1

. (1)

这个内积称为
∧k V 上的诱导内积。

证明. 我们以复情形为例进行证明，实情形完全类似。取 V 的一组标准正交基 {e1, . . . , en}，
则
∧k V 有一组自然的基

eI := ei1 ∧ · · · ∧ eik , I = (i1 < · · · < ik).

现在，在
∧k V 上定义一个内积如下：对于任意 α =

∑
I aIeI 和 β =

∑
J bJeJ，令

〈α, β〉 :=
∑
I

aIbI .
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验证可分解元素满足行列式公式 设 α = v1 ∧ · · · ∧ vk，β = w1 ∧ · · · ∧ wk。将每个 vp

按基展开：

vp =
n∑

i=1

vpiei, wq =
n∑

j=1

wqjej,

其中 vpi, wqj ∈ C。则
α =

∑
i1,...,ik

v1i1 · · · vkikei1 ∧ · · · ∧ eik .

由于楔积的反对称性，只有那些指标互不相同的项才可能非零。对于固定的指标集 I =

(i1 < · · · < ik)，所有使得 {i1, . . . , ik} = I 的有序组对应一个排列，合并同类项后得到

α =
∑
I

(∑
σ∈Sk

sgn(σ)v1,iσ(1)
· · · vk,iσ(k)

)
eI =

∑
I

det
(
vp,iq

)k
p,q=1

eI .

类似地，

β =
∑
J

det
(
wp,jq

)k
p,q=1

eJ .

因此，由内积的定义，

〈α, β〉 =
∑
I

det
(
vp,iq

)
det
(
wp,iq

)
. (2)

另一方面，考虑矩阵 Mpq = 〈vp,wq〉 =
∑n

i=1 vpiwqi。将 V 的基代入，

M = VW ∗,

其中 V 是 k×n矩阵 (vpi)，W 是 k×n矩阵 (wpj)，W ∗ 表示W 的共轭转置。由 Cauchy–
Binet 公式（复版本），

det(VW ∗) =
∑
I

det(VI)det(WI),

这里 I 跑遍所有 k 元指标集 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n，VI 表示 V 中取指标 I 的列构成的

k × k 子矩阵。注意到 det(VI) = det(vp,iq)，det(WI) = det(wp,iq)，因此

det
(
〈vp,wq〉

)
=
∑
I

det
(
vp,iq

)
det
(
wp,iq

)
. (3)

比较 (2) 与 (3) 即得

〈v1 ∧ · · · ∧ vk, w1 ∧ · · · ∧ wk〉 = det
(
〈vp,wq〉

)
.

唯一性 若存在另一个内积 〈·, ·〉′ 也满足 (1)，则它对基向量 eI 有

〈eI , eJ〉′ = det
(
〈eip , ejq〉

)
= δIJ ,

即 {eI} 关于 〈·, ·〉′ 也是标准正交基。因此对任意 α, β 展开，〈α, β〉′ =
∑

aIbI，与构造

的内积相同。故唯一性得证。
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定理 5.6 (三维空间中外积与楔积的保范同构). 在三维欧几里得空间 R3 中，存在一个

保范同构 Φ :
∧2 R3 → R3，使得对于任意 u, v ∈ R3，有

Φ(u ∧ v) = u × v.

更具体地，取 R3 的标准正交基 {i, j, k}，则
∧2 R3 有基

i ∧ j, i ∧ k, j ∧ k,

定义线性映射 Φ 为

Φ(i ∧ j) = k, Φ(i ∧ k) = −j, Φ(j ∧ k) = i,

则 Φ 是保范同构，且对任意 u, v 满足上述关系。

证明. 首先 Φ 将标准正交基映为标准正交基，所以 Φ 是保范同构。

其次，对任意 u = u1i + u2j + u3k，v = v1i + v2j + v3k，由楔积的双线性性和反对
称性得

u ∧ v = (u1v2 − u2v1)i ∧ j + (u1v3 − u3v1)i ∧ k + (u2v3 − u3v2)j ∧ k.

应用 Φ 即得

Φ(u ∧ v) = (u1v2 − u2v1)k − (u1v3 − u3v1)j + (u2v3 − u3v2)i�

推论 5.6.1 (拉格朗日恒等式). 由上述保范同构，对任意 u, v ∈ R3，有

‖u × v‖2 = ‖u ∧ v‖2 = ‖u‖2‖v‖2 − (u · v)2.

证明.

‖u ∧ v‖2 = det
(
〈u, u〉 〈u, v〉
〈v, u〉 〈v, v〉

)
= ‖u‖2‖v‖2 − 〈u, v〉2.

定理 5.7 (拉格朗日恒等式在 n 维空间的推广). 在实内积空间 Rn 中，对任意向量

u1, u2, . . . , uk，有

det(G) = ‖u1‖2‖u2‖2 · · · ‖uk‖2
∏

1≤i<j≤k

sin2 θij,

其中 G = (〈ui, uj〉)1≤i,j≤k 是 Gram 矩阵，θij 是 ui 与 uj 的夹角。特别地，当 k = 2 时，

这就是经典的拉格朗日恒等式。

注 5.1. Gram 矩阵的行列式 det(G) 的平方根等于由向量 u1, . . . , uk 张成的平行多面体

的 k 维体积。当 det(G) = 0 时，这些向量线性相关，对应的平行多面体退化为低维图

形。
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5.5 Hodge 对偶与法向量

定义 5.6 (Hodge 星算子). 设 V 是 n 维内积空间，具有定向（即选定了一个体积元

ω = e1 ∧ · · · ∧ en）。Hodge 星算子是线性映射 ⋆ :
∧k V →

∧n−k V，由下式定义：对任

意 α ∈
∧k V，β ∈

∧n−k V，

α ∧ β = 〈⋆α, β〉ω,

其中 〈·, ·〉 是
∧n−k V 上诱导的内积。

注 5.2. 直观上，Hodge 星算子将一个 k-向量映射为其正交补空间的 (n − k)-向量。特
别地，对于超平面（n− 1 维子空间），Hodge 对偶将一个 (n− 1)-向量映射为一个 1-向
量，即一个法向量。

定理 5.8 (高维空间中的法向量). 在 n 维内积空间 V 中，设 H 是由向量 v1, . . . , vn−1

张成的线性子空间。则 n = ⋆(v1 ∧ · · · ∧ vn−1) 是 H 的一个法向量。

设 R4 带有标准欧几里得内积，取定向相符的标准正交基 {e1, e2, e3, e4}，体积元为
ω = e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4。Hodge 星算子 ⋆ :

∧k R4 →
∧4−k R4 由定义唯一确定。在标准正交

基下，⋆ 作用于基 k-向量的结果由下表给出（约定 eij··· = ei ∧ ej ∧ · · ·，且指标递增）：

α ⋆α

1 e1234
e1 e234
e2 −e134
e3 e124
e4 −e123
e12 e34
e13 −e24
e14 e23
e23 e14
e24 −e13
e34 e12
e234 −e1
e134 e2
e124 −e3
e123 e4
e1234 1

符号的确定规则：对于 α = ei1 ∧ · · · ∧ eik，令其指标补集为 {j1, . . . , j4−k} 且递增
排列，则 ⋆α = (−1)σ ej1 ∧ · · · ∧ ej4−k

，其中 σ 是排列 (i1, . . . , ik, j1, . . . , j4−k) 的奇偶性。

上表已按此规则计算。
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作为 Hodge 星算子的一个应用，考虑 R4 中一个三维子空间（超平面），其法向量

可由该子空间的一组基的楔积的 Hodge 对偶得到。具体地，设 U = span{v1, v2, v3} 是
R4 的一个三维子空间，则 v1 ∧ v2 ∧ v3 ∈

∧3 R4 是一个非零的 3-向量，其 Hodge 对偶
⋆(v1 ∧ v2 ∧ v3) ∈

∧1 R4 = R4 是一个与 U 正交的向量，即 U 的一个法向量。

例 5.2. 取三个向量

v1 = (1, 0, 0, 1), v2 = (0, 1, 0, 1), v3 = (0, 0, 1, 1) ∈ R4.

它们线性无关，张成的子空间为 U = {(x, y, z, x + y + z) | x, y, z ∈ R}。计算它们的楔
积：

v1 ∧ v2 ∧ v3 = (e1 + e4) ∧ (e2 + e4) ∧ (e3 + e4) = e123 + e124 − e134 + e234.

利用 Hodge 星算子在 R4 中的规则（参见上表）：

⋆e123 = e4, ⋆e124 = −e3, ⋆e134 = e2, ⋆e234 = −e1.

因此

⋆(v1 ∧ v2 ∧ v3) = e4 − e3 − e2 − e1 = (−1,−1,−1, 1).

容易验证 (−1,−1,−1, 1) 与 U 中每个向量正交：对任意 (x, y, z, x + y + z)，点积为

−x− y − z + (x+ y + z) = 0。故 (−1,−1,−1, 1) 是 U 的一个法向量。

例 5.3 (四维空间中的法向量). 在 R4 中，已知超平面（三维）上的三个线性无关的向

量 u, v,w，则法向量 n 的分量为

ni = (−1)i+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
uj uk ul

vj vk vl

wj wk wl

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (i, j, k, l) 是(1, 2, 3, 4) 的偶置换.

例如，

n1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u2 u3 u4

v2 v3 v4

w2 w3 w4

∣∣∣∣∣∣∣∣ , n2 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 u3 u4

v1 v3 v4

w1 w3 w4

∣∣∣∣∣∣∣∣ , 等等.

5.6 体积比

体积元不仅是度量几何的对象，更与外代数紧密相关。利用外代数，我们可以自然

地将体积比定义为线性变换的行列式，并由此联系到微积分中的变量替换公式。

定义 5.7 (体积比). 设 V 是 n维内积空间，ω 是 V 的一个体积元（即
∧n V 中长度为 1

的元素）。对任意可逆线性变换 Φ : V → V，它诱导外幂上的映射
∧n Φ :

∧n V →
∧n V，

满足
n∧
Φ(ω) = (detΦ)ω.
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因此，Φ 将体积为 1 的平行多面体映为体积为 | detΦ| 的平行多面体。一般地，对于
任意平行多面体 P (v1, . . . , vn)，其体积为 |ω(v1, . . . , vn)|，经 Φ 作用后变为 | detΦ| ·
|ω(v1, . . . , vn)|。这个比值 | detΦ| 称为 Φ 的体积伸缩因子，它与平行多面体的选择无
关。

上述定义完全建立在外代数的基础上：行列式 detΦ 正是通过
∧n Φ 作用在体积元

上的系数。这为微积分中更一般的变量替换提供了代数原型。在微积分中，考虑一个可

微映射 F : Rn → Rn，其雅可比矩阵 JF (x) 在每点给出了 F 的局部线性近似。若 F 将

区域 U 一一地映为 V = F (U)，则多重积分变量替换公式为∫
V

f(y) dy =

∫
U

f(F (x)) | det JF (x)| dx.

这里的 | det JF (x)| 正是 F 在 x 处的体积伸缩因子——它局部地将体积元 dx 变为 dy，
与线性变换下的体积比完全一致。

从外微分的观点看，设 ω = dx1 ∧ · · · ∧ dxn 是 Rn 上的标准体积形式，则拉回满足

F ∗ω = (det JF )ω。因此，变量替换公式本质上是外微分形式在积分下的行为。

6 保距变换

在欧几里得几何中，最基本的变换是保持图形形状和大小的运动，即刚体运动。这

类变换在数学上称为保距变换。本节将系统研究保距变换的定义、性质及其与仿射变换

的联系。

6.1 保距变换的定义

定义 6.1. 设 A 是一个欧氏仿射空间（即其伴随向量空间 V 带有内积）。一个映射

f : A → A 称为保距变换（或等距变换），如果它保持任意两点间的距离，即对任意
P,Q ∈ A，有

d(f(P ), f(Q)) = d(P,Q).

下面的定理表明在欧氏空间中，保距变换一定是仿射变换。

定理 6.1. 欧氏仿射空间中的任何保距变换都是仿射变换，且其线性部分是正交变换。

证明. 任取一点 O ∈ A，定义映射 g : V → V 为 g(
−−→
OX) =

−−−−−−−→
f(O)f(X)。由于 f 保距，g

保持向量长度：

‖g(v)‖ = ‖v‖, ∀v ∈ V.

对任意 u, v ∈ V，由极化恒等式：

〈g(u), g(v)〉 = 1

2

(
‖g(u)‖2+‖g(v)‖2−‖g(u)−g(v)‖2

)
=

1

2

(
‖u‖2+‖v‖2−‖u−v‖2

)
= 〈u, v〉,

因此 g 保持内积。

现证 g 是线性的。
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• 加法性：对任意 u, v ∈ V，计算

‖g(u + v)− g(u)− g(v)‖2

= ‖g(u + v)‖2 + ‖g(u)‖2 + ‖g(v)‖2 − 2〈g(u + v), g(u)〉 − 2〈g(u + v), g(v)〉+ 2〈g(u), g(v)〉.

利用 g 保持内积，将各内积替换为对应向量的内积，得

= ‖u+v‖2+‖u‖2+‖v‖2−2〈u+v, u〉−2〈u+v, v〉+2〈u, v〉 = ‖u+v−u−v‖2 = 0.

因此 g(u + v) = g(u) + g(v)。

• 齐次性：先证对整数成立。由加法性，对正整数 n，g(nv) = ng(v)；对负整数，
g(−v) = −g(v)（因为 g(v)+ g(−v) = g(0) = 0）。于是对任意有理数 q = m/n，有

ng(qv) = g(nqv) = g(mv) = mg(v)，故 g(qv) = qg(v)。

对任意实数 λ，取有理数列 qk → λ，则由 g 的连续性（保距映射必连续）得

g(λv) = lim g(qkv) = lim qkg(v) = λg(v)。因此 g 是线性映射。

于是 g 是保持内积的线性变换，即正交变换。而 f(X) = g(
−−→
OX) + f(O) 正是仿射变

换。

因此，保距变换可写作

f(x) = Rx + t,

其中 R 是正交矩阵（即 RTR = I），t 是平移向量。所有保距变换构成的群称为欧几里
得运动群，记作 E(n)。

保距变换保持欧氏空间中的一切度量性质：距离、角度、面积、体积等（因为正交

变换保持内积）。特别地，保距变换是仿射变换的一个子集，对应于线性部分为正交矩

阵的情形。

6.2 保距变换的分类

正交矩阵 R 满足 RTR = I，从而 detR = ±1。当 detR = 1 时，称为旋转（或正
常正交变换）；当 detR = −1 时，称为反射（或反常正交变换）。在二维和三维空间中，
正交矩阵对应的变换有明确的几何解释。

• 二维情形：

– 旋转：绕原点旋转角度 θ，矩阵为

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
，行列式为 1。

– 反射：关于某条过原点的直线反射，矩阵为
(

cos 2θ sin 2θ

sin 2θ − cos 2θ

)
，行列式为

−1。
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在二维欧氏平面中，任何保距变换可以表示为以下几种基本类型的复合：

1. 平移：x 7→ x + t。

2. 旋转：绕某点旋转一定角度。

3. 反射：关于某条直线的反射。

6.3 例子

例 6.1 (平面旋转). 求绕点 (1, 1) 逆时针旋转 90◦ 的保距变换表达式。

解：设旋转中心为 C = (1, 1)。先平移使 C 到原点：x′ = x − C，然后旋转 90◦：

R =

(
0 −1

1 0

)
，最后平移回：x′′ = Rx′ + C。因此变换为

f(x, y) =

(
0 −1

1 0

)(
x− 1

y − 1

)
+

(
1

1

)
=

(
−(y − 1) + 1

(x− 1) + 1

)
=

(
−y + 2

x

)
.

例 6.2 (空间旋转). 求绕 z 轴旋转 90◦ 的变换，再绕 x 轴旋转 90◦ 的复合。

解：绕 z 轴旋转 90◦ 的矩阵为

Rz =


0 −1 0

1 0 0

0 0 1

 ,

绕 x 轴旋转 90◦ 的矩阵为

Rx =


1 0 0

0 0 −1

0 1 0

 .

复合 R = RxRz 为

R =


1 0 0

0 0 −1

0 1 0



0 −1 0

1 0 0

0 0 1

 =


0 −1 0

0 0 −1

1 0 0

 .

这是行列式为 1 的正交矩阵，表示一个绕某个轴的空间旋转。

例 6.3 (平面反射). 求关于直线 y = x 的反射变换。该反射将点 (x, y) 映为 (y, x)，其

线性部分为矩阵

(
0 1

1 0

)
，行列式为 −1。若直线不通过原点，需先平移至原点再反射，

最后平移回去。
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6.4 保距变换与仿射变换的关系

从变换群的角度看，有包含关系：

E(n) ⊂ GL(n,R)⋉Rn (仿射群).

保距变换是仿射变换中保持内积的子群。在埃尔朗根纲领的框架下，欧氏几何研究的就

是在保距变换群下不变的性质，如距离、角度、面积等。

6.5 习题

1. 证明：平面上的保距变换如果保持三个不共线的点不动，则它必为恒等变换。

2. 求绕点 (2, 3) 旋转 180◦ 的变换公式。

3. 求关于直线 x+ y = 1 的反射变换表达式。

4. 证明：三维空间中的旋转可以表示为两个反射的复合。

5. 设 f 是平面保距变换，且 f 没有不动点。证明 f 是平移或滑移反射。

7 凸多面体

7.1 凸集与凸包

定义 7.1 (凸集). 设 V 是实向量空间，S ⊆ V。如果对任意 u, v ∈ S 和任意 t ∈ [0, 1]，

都有

(1− t)u + tv ∈ S,

则称 S 为凸集。

注 7.1. 凸集的一个基本例子是仿射子空间，但更常见的是由半空间交集定义的区域。
任何线性子空间和仿射子空间都是凸集。

定义 7.2 (凸组合). 向量 v1, . . . , vk 的一个凸组合是指形如

λ1v1 + · · ·+ λkvk

的线性组合，其中 λi ≥ 0 且
∑k

i=1 λi = 1。

定义 7.3 (凸包). 设 S ⊆ V，S 的凸包，记作 conv(S)，是包含 S 的所有凸集的交集。

等价地，conv(S) 是 S 中点的所有凸组合的集合。

例 7.1. 1. 在 R2 中，三个不共线的点的凸包是一个三角形。

2. 在 R3 中，四个不共面的点的凸包是一个四面体。

3. 一个有限点集的凸包是一个凸多面体（polytope）。
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7.2 多面体与凸多面体

定义 7.4 (多面体). Rn 中的一个多面体（polyhedron）是指有限个半空间的交集：

P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b},

其中 A 是 m× n 实矩阵，b ∈ Rm。半空间是指形如 a⊤i x ≤ bi 的集合。

定义 7.5 (凸多面体). 一个有界的多面体称为凸多面体（convex polytope）。在有限维空
间中，凸多面体等价于有限点集的凸包。

注 7.2. 凸多面体有两种基本表示方式，二者在理论上是等价的：

• 顶点表示（V-表示）：P = conv{v1, . . . , vk}，其中 vi 是 P 的顶点。

• 半空间表示（H-表示）：P = {x | Ax ≤ b}，即 P 是一组线性不等式的解集。

这种对偶性是多面体理论的核心内容之一。

例 7.2 (单纯形). Rn 中 n+ 1 个仿射无关的点（即这些点不共任何 n− 1 维超平面）的

凸包称为一个单纯形。例如，三角形（n = 2）和四面体（n = 3）都是单纯形。单纯形

是最简单的凸多面体。

例 7.3 (平行多面体). 由 n 个线性无关的向量 v1, . . . , vn 生成的平行多面体：

P =

{
n∑

i=1

tivi

∣∣∣∣∣ 0 ≤ ti ≤ 1

}
.

这正是我们在外积部分讨论过的平行多面体，其体积为 | det(v1, . . . , vn)|。

7.3 凸多面体的几何元素

定义 7.6 (顶点). 设 P 是凸多面体，v ∈ P。如果不存在相异的 x, y ∈ P 和 t ∈ (0, 1) 使

得 v = (1− t)x + ty，则称 v 是 P 的一个顶点（或极点）。

定义 7.7 (边). 凸多面体 P 的一条边是连接两个顶点的线段，且该线段上的点都不能
表示为 P 中其他点的凸组合（即线段是 P 的一维面）。

定义 7.8 (面). 凸多面体 P 的一个面是 P 与某个超平面的交集，且该超平面使得 P 全

部位于其一侧。面的维数定义为该面所生成的仿射子空间的维数。特别地，

• 0 维面是顶点，

• 1 维面是边，

• n− 1 维面称为超面（在三维空间中通常直接称为面）。
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例 7.4 (立方体的面). 考虑立方体 [0, 1]3 ⊂ R3。它的顶点集为

{(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}.

它有 6 个正方形面（二维面）、12 条边（一维面）和 8 个顶点（零维面）。

例 7.5 (四面体). 正四面体的顶点可取为 (1, 1, 1), (1,−1,−1), (−1, 1,−1), (−1,−1, 1)。它

有 4 个三角形面、6 条边和 4 个顶点。

7.4 凸多面体的对偶性

凸多面体有一个重要的对偶概念：给定一个包含原点的凸多面体 P，其对偶多面体

P ◦ 定义为：

P ◦ = {y ∈ Rn | x⊤y ≤ 1 对所有x ∈ P}.

对偶多面体的顶点对应原多面体的面，而原多面体的顶点对应其对偶多面体的面。这一

对偶性在组合几何中非常重要。

例 7.6. • 立方体的对偶：立方体 [−1, 1]3 的对偶是正八面体，顶点为 (±1, 0, 0)、

(0,±1, 0)、(0, 0,±1)。立方体的每个正方形面对应对偶八面体的一个顶点，立方体

的每个顶点对应对偶八面体的一个三角形面。

• 正四面体：四面体 T 的对偶仍是四面体（可能经过缩放），因此四面体是自对偶

的。

• 长方体的对偶：长方体 [0, a] × [0, b] × [0, c] 如果原点在一个角上，其对偶比较

复杂；但如果原点在中心，其对偶是另一长方体？实际上，中心在原点的长方体

[−a, a]× [−b, b]× [−c, c] 的对偶是 [−1/a, 1/a]× [−1/b, 1/b]× [−1/c, 1/c]，仍是长

方体（各轴方向独立缩放），所以也是长方体。

7.5 凸多面体体积的单纯形分解算法

在计算凸多面体的体积或进行有限元分析时，常常需要将凸多面体分解为若干个

单纯形。单纯形是欧氏空间中最简单的凸多面体，具有 n+ 1 个顶点。

定义 7.9 (单纯形). 设 a0, a1, . . . , an ∈ Rn 是 n + 1 个仿射无关的点（即向量 a1 −
a0, . . . , an − a0 线性无关）。则它们的凸包

∆ =

{
n∑

i=0

λiai
∣∣∣ λi ≥ 0,

n∑
i=0

λi = 1

}

称为 n 维单纯形。
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定理 7.1. n 维单纯形的体积可由下列公式计算：

vol(∆) =
1

n!

∣∣det(a1 − a0, a2 − a0, . . . , an − a0)
∣∣.

特别地，在三维空间中，四面体（3-单纯形）的体积为

V =
1

6

∣∣(a1 − a0) ·
(
(a2 − a0)× (a3 − a0)

)∣∣.
证明. 设 n 维单纯形 ∆ 的顶点为 a0, a1, . . . , an ∈ Rn，且向量 vi = ai − a0（i = 1, . . . , n）

线性无关。考虑仿射变换

T : Rn → Rn, T (x) = a0 +
n∑

i=1

xivi.

T 将标准单纯形

∆0 =

{
(x1, . . . , xn) ∈ Rn

∣∣∣ xi ≥ 0,
n∑

i=1

xi ≤ 1

}

映为 ∆。T 的 Jacobi 矩阵为 M = (v1, . . . , vn) 给出，其行列式的绝对值 | detM | 为体
积伸缩因子。因此

vol(∆) = | detM | · vol(∆0).

现在计算 ∆0 的体积。由累次积分，

vol(∆0) =

∫ 1

0

∫ 1−x1

0

· · ·
∫ 1−x1−···−xn−1

0

dxn · · · dx2dx1.

用归纳法易证该积分等于 1
n!
。例如，当 n = 1 时，∆0 = [0, 1] 体积为 1；假设 n− 1 时

成立，则对 n， ∫ 1

0

(1− x1)
n−1

(n− 1)!
dx1 =

1

n!
.

因此

vol(∆) =
1

n!
| det(v1, . . . , vn)|.

为了计算任意凸多面体的体积，我们可以将其剖分成若干个单纯形（在三维中即为

四面体）。下面给出一种适用于任意凸多面体的剖分算法。

算法步骤

1. 选取基点：在多面体内部取一点 O。通常可选多面体的重心或所有顶点的算术平

均，但需确保 O 在多面体内部（对于严格凸多面体，重心一定在内）。
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2. 三角剖分每个面：对于多面体的每一个面（它是一个凸多边形），将其三角剖分。
常用的方法是以该面的一个顶点为起点，连接该顶点与其余不相邻的顶点，得到

若干三角形。若面已经是三角形，则无需剖分。

3. 构造四面体：对每个面剖分得到的每个三角形，以该三角形和基点 O 为顶点构成

一个四面体。

4. 求和：所有这些四面体的并集即为原多面体，且它们内部互不相交（仅公共面或
棱相接）。将每个四面体的体积相加即得多面体的总体积。

该算法适用于任何凸多面体，因为基点 O 与每个面上的点的连线均位于多面体内

（凸性保证）。剖分得到的四面体数目等于所有面剖分后三角形的总数。

例 7.7 (四棱锥的剖分). 考虑底面为矩形 ABCD、顶点为 E 的四棱锥。取 O = E（顶

点本身），底面矩形可沿对角线 AC 剖分成两个三角形 ABC 和 ACD。于是得到两个

四面体 EABC 和 EACD，它们的并即为整个四棱锥。利用四面体体积公式可分别计

算并求和。

例 7.8 (平行六面体的剖分). 平行六面体可由其一个顶点出发，连接与该顶点不相邻的
三个顶点，得到三个四面体？实际上，平行六面体可剖分为五个或六个四面体，但用上

述方法（取内部一点）更为系统。例如，取平行六面体的中心 O，每个面为平行四边

形，先三角剖分每个面（每个平行四边形分为两个三角形），然后与 O 连接，共得到

2× 6 = 12 个四面体。这些四面体完全填充平行六面体。

注 7.3. 上述剖分不是唯一的，但体积和与剖分方式无关。在计算体积时，只需逐个计
算四面体体积并累加即可。

习题

1. 判断下列集合是否为凸集：

(a) {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}；

(b) {(x, y) ∈ R2 | xy ≥ 0}；

(c) {(x, y) ∈ R2 | |x|+ |y| ≤ 1}。

2. 证明：任意两个凸集的交集仍是凸集。并举例说明两个凸集的并集不一定凸。

3. 设 P 是由点 (0, 0), (1, 0), (0, 1) 和 (1, 1) 生成的凸包。求 P 的顶点、边和面（二

维凸多边形的面即边）。

4. 写出下列多面体的半空间表示（H-表示）：
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(a) 正方形 [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2；

(b) 四面体以 (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) 为顶点。

5. 计算由向量 u = (1, 0, 1), v = (0, 1, 1), w = (1, 1, 0) 张成的平行六面体的体积。

6. 证明：在 Rn 中，一个凸多面体的顶点集是唯一的（即不可能有两个不同的最小

点集生成相同的凸包）。

7. 设 P 是 Rn 中的一个凸多面体，a ∈ Rn 是一个非零向量。证明：线性函数 f(x) =
a⊤x 在 P 上的最大值必在 P 的某个顶点处达到。

8. 求四面体顶点为 (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) 的体积，并将该四面体剖分成
若干个更小的四面体。

9. 证明：若 v1, . . . , vm 是凸多面体 P 的顶点，且 x ∈ P，则 x 可以表示为这些顶点
的凸组合。这是凸多面体的顶点表示定理。

10. 考虑多面体 P = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1}。

(a) 画出 P，并找出它的顶点。

(b) 求 P 的对偶多面体 P ◦ = {(u, v) | ux+ vy ≤ 1 对所有(x, y) ∈ P}。

总结与展望

本章从线性空间公理出发，重新审视了向量代数的基本概念，建立起代数结构与几

何直观之间的深刻联系：

• 向量被定义为抽象线性空间中的元素，这一观点统一了 Rn、函数空间、矩阵空间

等具体对象，为后续的推广奠定了基础。

• 线性子空间与 仿射子空间为共线、共面等经典几何概念提供了严格的代数刻画，
并给出了“m 个点落在 r 维仿射子空间中”的充要条件——相关向量组的秩不超

过 r。这一思想将几何位置关系转化为代数秩的判定。

• 范数与 内积将长度、角度、正交性等度量概念公理化，并借助拉格朗日恒等式和
Gram 矩阵，将平行多面体的体积与向量组的内积联系起来。

• 外积（叉积）在三维空间中自然给出了法向量、平行四边形面积，而 外代数将其
推广至高维，Hodge 对偶则统一了法向量的构造——超平面的法向量正是其方向
向量的 Hodge 对偶。这一框架为处理任意维度的子空间提供了坐标无关的代数语
言。
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• 凸多面体作为有限点集的凸包或线性不等式组的解集，展现了向量空间在组合几
何与优化中的直接应用。顶点、边、面的概念及其对偶性，将线性代数与离散几

何紧密相连。

这种从具体到抽象、再从抽象回归几何的视角，不仅使 R2、R3 中的传统向量运算

得到统一解释，更为后续学习更高级的数学（如泛函分析中的无穷维空间、微分几何中

的切空间与微分形式、拓扑学中的同调论等）铺设了坚实的阶梯。

在接下来的章节中，我们将把这些代数工具应用于具体的几何问题：从二次曲线曲

面的分类，到坐标变换与不变量理论，再到仿射变换与射影几何初步。每一步都将延续

本章的思想——用代数的精确语言描述几何的本质，用几何的直观图像引导代数的抽

象思维。
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