
平面曲线及其应用

1 平面曲线的仿射理论

平面曲线是解析几何中最基本的研究对象之一。本节将从仿射几何的角度研究平

面曲线，重点关注曲线的表示、切线与法线的计算以及奇点的判别。

1.1 实平面上的连续曲线

实平面 R2 上曲线通常有两种表示方式：参数方程和隐式方程。

定义 1.1 (隐式曲线). 设 f(x, y)是一个非 0连续函数，集合 C = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) =
0} 称为一条隐式曲线。

定义 1.2 (梯度). 设 f(x, y) 在点 (x0, y0) 附近是是可微函数，则在这一点梯度定义为

∇f(x0, y0) =
(
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

)
.

梯度方向是函数 f 在该点增长最快的方向，且垂直于 F 的等值线。

定义 1.3 (正则点和奇点). 对于隐式曲线 C = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) = 0}，若在点
(x0, y0) ∈ C 处可微且 ∇f(x0, y0) 6= 0，则称该点为曲线的正则点。若点 (x0, y0) ∈ C 满

足 ∇f(x0, y0) = 0，则称 (x0, y0) 为曲线的奇点。

注 1.1. 奇异曲线的例子

• 曲线 y2 = x3（尖点曲线），隐式方程为 f(x, y) = y2 − x3 = 0。计算梯度 ∇f =

(−3x2, 2y)，在原点 (0, 0)处为零，故原点为奇点（尖点）。参数方程可用 x = t2, y =

t3 表示，有 C ′(t) = (2t, 3t2)，在 t = 0 处为零。

• 曲线 y2 = x2(x+ 1)（结点曲线），隐式方程为 f(x, y) = y2 − x2(x+ 1) = 0。梯度

∇f = (−3x2 − 2x, 2y)，在原点 (0, 0) 处为零，故原点为奇点（自交点）。该曲线在

原点附近有两支相交。

• 曲线 x3 + y3 = 3xy（笛卡尔叶形线），在原点处有自交点，梯度为零，为奇点。
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1.1.1 隐函数定理与局部参数化

定义 1.4 (参数曲线). 设 I ⊆ R 是一个区间，称映射 C : I → R2 为一条参数曲线，记
作 C(t) = (x(t), y(t))。通常要求 x(t), y(t) 是 t 的可微函数，并且 C ′(t) 6= 0 时称为正则

点。

隐式曲线在正则点附近可以局部地表示为参数曲线的形式，这一事实由隐函数定

理保证。

定理 1.1 (隐函数定理（二维情形）). 设 (x0, y0)满足 f(x0, y0) = 0。若 f(x, y)在 (x0, y0)

附近可微且偏导连续，∂f
∂y
(x0, y0) 6= 0，则存在 (x0, y0) 的一个开邻域 U，以及唯一的可

微函数 y = ϕ(x)，定义在 x0 的某个邻域上，使得

{(x, ϕ(x)) | x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)} ⊆ C ∩ U,

且 ϕ′(x0) = −
∂f
∂x

(x0,y0)
∂f
∂y

(x0,y0)
。类似地，若 ∂f

∂x
(x0, y0) 6= 0，则可解出 x = ψ(y)。

由于正则点处梯度非零，即 (∂f
∂x
, ∂f
∂y
) 6= (0, 0)，因此至少有一个偏导数非零，从而隐

函数定理适用。于是，在正则点附近，隐式曲线可以局部地表示为显式函数 y = y(x)或

x = x(y)，这正是以 x（或 y）为参数的参数曲线。因此，隐式曲线在正则点附近总存

在参数表示。

例 1.1. 圆 x2 + y2 = 1 上一点 (0, 1)，有 ∂f
∂y

= 2y = 2 6= 0，故可在该点附近解出

y =
√
1− x2（取正号），从而得到局部参数表示 x 7→ (x,

√
1− x2)，其中 |x| 充分小。

例 1.2 (奇异点但有参数化的例子). 曲线 y2 = x3（尖点曲线）在原点 (0, 0) 处有奇异点

（因为梯度 ∇f = (−3x2, 2y) 在原点为 (0, 0)）。然而，该曲线可以整体参数化为

C(t) = (t2, t3), t ∈ R.

参数曲线 C(t) 满足 y2 = t6 = (t2)3 = x3，且 C(0) = (0, 0)。在 t = 0 处，C ′(0) = (0, 0)，

因此该点为参数奇点。但除此之外的点都是正则点。该参数化覆盖了整个曲线（当 t 取

遍实数时，x ≥ 0，y 可为正负）。注意，该曲线不能用一个 t 的代数参数化表示为 x = t

的形式，因为 y = ±x3/2 不是单值的。这里的参数化是有理的，且整体连续。
因此，尽管曲线在原点处有几何奇点（尖点），仍然存在一个整体的参数化（虽然

参数在奇点处不正则）。这个例子表明：存在参数化并不保证曲线处处正则，奇点可以

通过参数导数为零反映出来。

1.1.2 切线

切线是曲线在某点附近的线性近似，本节给出参数曲线和隐式曲线的切线方程。
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定义 1.5 (切线). 设 C 是一条连续曲线，P 是 C 上一点。若过 P 的割线 PQ 当 Q 沿

C 趋近于 P 时趋于一条确定的直线 l（即极限方向存在且唯一），则称 l 为曲线 C 在 P

处的切线。

例 1.3 (无切线的连续曲线). 曲线 y = |x| 在原点处，左右割线斜率分别为 −1 和 1，不

存在唯一极限，故无切线。

定理 1.2 (参数曲线的切线). 设 C(t) = (x(t), y(t)) 是一条可微参数曲线，t0 ∈ I 且

C ′(t0) 6= 0。则曲线在点 C(t0) 处的切线方程为

x′(t0)(y − y(t0))− y′(t0)(x− x(t0)) = 0,

或等价地，方向向量为 (x′(t0), y
′(t0))，切线参数形式为 C(t0) + sC ′(t0)。

证明. 切线方向由速度向量 (x′(t0), y
′(t0)) 给出，因此切线上的点 (x, y) 满足存在 s 使

(x, y) = C(t0) + sC ′(t0)。消去 s 即得行列式形式的方程。

定理 1.3 (隐式曲线的切线). 设 f(x, y) = 0 定义了一条隐式曲线，(x0, y0) 是曲线上一

点且 ∇f(x0, y0) 6= 0。则曲线在 (x0, y0) 处的切线方程为

∂f

∂x
(x0, y0)(x− x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0) = 0.

证明. 由隐函数定理，在 (x0, y0) 附近曲线可表示为 y = y(x) 或 x = x(y)，且切线斜率

k = −∂f
∂x
/∂f
∂y
，代入点斜式即得。

例 1.4 (圆的切线). 圆 x2 + y2 = R2 上点 (x0, y0) 处的切线方程为 x0x+ y0y = R2。

例 1.5 (椭圆). 椭圆 x2

a2
+ y2

b2
= 1 上点 (x0, y0) 处的切线方程为 x0x

a2
+ y0y

b2
= 1。

1.1.3 法线

定理 1.4 (法线方程). 设曲线在点 P 处有切线，则法线是过该店与该切线垂直的直线。

• 对于参数曲线 C(t) 在正则点 C(t0) 处，法线方程为

x′(t0)(x− x(t0)) + y′(t0)(y − y(t0)) = 0.

• 对于隐式曲线 f(x, y) = 0 在正则点 (x0, y0) 处，法线方程为

∂f

∂y
(x0, y0)(x− x0)−

∂f

∂x
(x0, y0)(y − y0) = 0,

或等价地，参数形式为 (x, y) = (x0, y0) + t (∂f
∂x
(x0, y0),

∂f
∂y
(x0, y0))。
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证明. 对于参数曲线，切向量为 v = (x′(t0), y
′(t0))，法向量可取为该切向量旋转 90◦：

n = (−y′(t0), x′(t0))，但更直接地，法线上的点 X 满足 (X − C(t0)) · v = 0，即得方程。

对于隐式曲线，梯度 ∇f 是法线方向，因此法线的参数方程为上述形式，消去参数后得
到点法式方程（通过叉乘或直接推导可得）。

例 1.6 (抛物线的法线). 抛物线 y = x2 在点 (a, a2) 处的切线斜率为 2a，故法线斜率为

−1/(2a)（若 a 6= 0），法线方程为 y−a2 = − 1
2a
(x−a)。用隐式公式：f(x, y) = y−x2 = 0，

∂f
∂x

= −2a，∂f
∂y

= 1，则法线方程为 1·(x−a)−(−2a)(y−a2) = 0，即 x−a+2a(y−a2) = 0，

整理得 x+ 2ay = a+ 2a3，与点斜式等价。

注 1.2. 对于隐式曲线，若 ∇f 6= 0，则梯度方向即为法线方向，法线方程可直接写出，

无需计算切线斜率。

1.1.4 渐近线

渐近线是曲线向无穷远处延伸时趋近的直线。

定义 1.6 (渐近线). 设 C ⊂ R2 是一条曲线。称直线 l 为 C 的渐近线，如果存在一个连
续映射 φ : [0,∞) → C 满足 ‖φ(t)‖ → ∞（当 t → ∞），且对任意 ε > 0，存在 T > 0，

使得当 t > T 时，dist
(
φ(t), l

)
< ε。

例 1.7 (双曲线的渐近线). 双曲线 x2

a2
− y2

b2
= 1 的渐近线为 y = ± b

a
x。

1.2 一般域上的平面仿射代数曲线

定义 1.7. 设 F 是一个域（通常取 R 或 C）。集合

C = {(x, y) ∈ F2 | f(x, y) = 0}

称为一条（平面）仿射代数曲线。若 F 不可约，则称 C 为不可约曲线。

1.2.1 切线的代数刻画

定义 1.8. 设 C = {(x, y) ∈ F2 | f(x, y) = 0}为一条仿射代数曲线若梯度 (∂f
∂x
(P ), ∂f

∂y
(P )) 6=

(0, 0)，则称 P 为正则点。此时曲线在 P 处的切线定义为直线

∂f

∂x
(P )(x− x0) +

∂f

∂y
(P )(y − y0) = 0,

其中 x, y 视为 F2 上的坐标函数。

定理 1.5. 设 f 是 F 上的多项式，F (a, b) = 0. 将 F 在 P = (a, b) 处展开：

f(x, y) = f1(x− a, y − b) + f2(x− a, y − b) + · · ·+ fd(x− a, y − b),

其中 Fi 是齐次多项式。如果 f1 6= 0 那么，那么 P 是正则点且 f1(x − a, y − b) = 0 是

F 定义的曲线 C 在 P 点处的切线方程
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证明. 由定义显然。

例 1.8 (复数域上的切线). 曲线 y2 = x3 − x 在点 (1, 0) 处，f(x, y) = y2 − x3 + x，
∂f
∂x

= −3x2 + 1，∂f
∂y

= 2y，在 (1, 0) 处 ∂f
∂x

= −2, ∂f
∂y

= 0，故切线为 −2(x − 1) = 0，即

x = 1。

1.2.2 渐近线的代数求法

在这一小节，我们首先假设 F = R。将 f(x, y) 写成齐次部分的和：

f(x, y) = fd(x, y) + fd−1(x, y) + · · ·+ F0(x, y),

其中 fk 是 k 次齐次多项式，fd 6≡ 0，d = deg f。

定理 1.6. 设 k ∈ R \ {0} 满足 fd(1, k) = 0，且
∂fd
∂y

(1, k) 6= 0，并且 fd(0, 1) 6= 0。定义

b = −fd−1(1, k)
∂fd
∂y

(1, k)
.

则直线 l : y = kx+ b 是 C 的一条渐近线。

证明. 将 y = kx+ b 代入 f(x, y)，利用齐次性展开：

f(x, kx+ b) = xd−1
(∂fd
∂y

(1, k)b+ fd−1(1, k)
)
+O(xd−2).

由 b 的选取，括号内为零，故 f(x, kx+ b) = O(xd−2)。

对于充分大的 x，∂f
∂y
(x, kx+ b) 的主项来自 fd 对 y 的偏导，即

∂f

∂y
(x, kx+ b) = dfd(0, 1)x

d−1 +O(xd−2).

由于 fd(0, 1) 6= 0，主项非零，因此存在 X0 > 0 使得 ∂f
∂y

6= 0。考虑方程 f(x, y) = 0，将

y = kx+ b+ δ 代入，有

0 = f(x, kx+ b) +
∂f

∂y
(x, kx+ b)δ +O(xd−2δ2).

解得 δ = − f(x, kx+ b)
∂f
∂y
(x, kx+ b)

+O

(
1

xd−1

)
= O

(
1

x

)
。于是存在唯一的可微函数 y = y(x) 定

义在 [X0,∞)上，满足 y(x) = kx+b+O(1/x)且 f(x, y(x)) = 0。从而 lim
x→∞

(y(x)−kx) = b，

即直线 l 是渐近线。
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1.2.3 仿射变换对代数曲线的作用

一个仿射变换 Φ : F2 → F2 可以表示为

Φ(x) = Ax + t,

其中 A ∈ GL(2,F) 是可逆线性变换，t ∈ F2 是平移向量。在坐标下，Φ(x, y) = (a11x+

a12y + t1, a21x + a22y + t2)。设 C 是由多项式 f(x, y) = 0 定义的代数曲线。在仿射变

换 Φ 下，C 的像 Φ(C) 是由方程

f(Φ−1(x′, y′)) = 0

定义的曲线。因为 Φ 可逆，Φ(C) 仍然是一条代数曲线，其次数等于 C 的次数（因为线

性替换不改变多项式的次数）。我们有如下基本性质：

• 正则点与奇点：Φ 将正则点映为正则点，奇点映为奇点。这是因为 ∇(f ◦ Φ−1) =

A−T(∇f) ◦ Φ−1，故梯度非零性保持。

• 切线：若 C 在 P 处的切线方程为 n · (x − P ) = 0，则 Φ(C) 在 Φ(P ) 处的切线方

程为 n · A−1(x − Φ(P )) = 0。

• 渐近线：仿射变换将渐近线映为渐近线。因为渐近线由曲线在无穷远处的行为决
定，而仿射变换将无穷远直线（在射影意义下）映为自身（若保持方向）或另一

条直线，但渐近线的像仍是原像的渐近方向。

两条代数曲线称为仿射等价，如果存在仿射变换将一条映为另一条。仿射几何中研
究的是在仿射变换下保持不变的性质。

例 1.9 (椭圆与圆). 任何椭圆 x2

a2
+ y2

b2
= 1 可通过伸缩变换 x′ = x

a
, y′ = y

b
变为单位圆

x′2 + y′2 = 1。因此所有椭圆仿射等价于圆，但圆与椭圆在欧氏几何中不同，在仿射几

何中是相同的。

例 1.10 (双曲线). 等轴双曲线 xy = 1 与一般双曲线 x2

a2
− y2

b2
= 1 可通过仿射变换互化

（例如取 x′ = x/a, y′ = y/b 后旋转 45◦）。

1.3 平面二次曲线

平面二次曲线的方程可写为

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0,

其中 A,B,C 不全为零。引入齐次坐标 (x, y, z)，可表示为矩阵形式

(
x y 1

)
A B/2 D/2

B/2 C E/2

D/2 E/2 F



x

y

1

 = 0.
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记 M 为上述 3× 3 对称矩阵，M0 为其左上角 2× 2 子矩阵：

M0 =

(
A B/2

B/2 C

)
.

定理 1.7. 在仿射变换下，以下量的符号保持不变：

• I1 = detM0 = AC − B2

4
，

• I2 = detM。

此外，I1 的符号决定了曲线的类型，I2 则用于判断退化情形。

证明. 考虑仿射变换 (
x

y

)
= T

(
x′

y′

)
+ t,

其中 T =

(
a11 a12

a21 a22

)
可逆，t = (t1, t2)

T。将 x, y 代入原方程，得到关于 x′, y′ 的新二

次曲线，其系数矩阵记作 M ′ 和 M ′
0。经过直接计算可得：

M ′
0 = TTM0T, M ′ =

(
TT 0
tT 1

)T

M

(
TT 0
tT 1

)
.

于是

detM ′
0 = (detT )2 detM0, detM ′ = (detT )2 detM.

由于 detT 6= 0，所以 detM ′
0 与 detM0 同号，且 detM ′

0 = 0 当且仅当 detM0 = 0；同

样，detM ′ = 0当且仅当 detM = 0。因此，I1 的符号和 I2 是否为零是仿射不变量。

根据不变量 I1 和 I2，二次曲线可分为以下几类：

类型 I1 I2 标准方程

椭圆 > 0 6= 0 x2

a2
+ y2

b2
= 1

双曲线 < 0 6= 0 x2

a2
− y2

b2
= 1

抛物线 = 0 6= 0 y2 = 2px 或 x2 = 2py

两条相交直线 < 0 = 0 x2/a2 − y2/b2 = 0

两条平行直线 = 0 = 0 x2 = a2

一条直线 = 0 = 0 x2 = 0

一点 > 0 = 0 x2/a2 + y2/b2 = 0

无轨迹 > 0 6= 0 x2/a2 + y2/b2 = −1

对于非退化二次曲线，设曲线上一点 (x0, y0)，则切线方程为

Ax0x+
B

2
(x0y + xy0) + Cy0y +

D

2
(x+ x0) +

E

2
(y + y0) + F = 0.
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1.3.1 二次曲线的有理参数化

二次曲线（非退化圆锥曲线）是次数为 2 的平面代数曲线。本节介绍常见的标准二

次曲线的参数化。

• 椭圆 x2

a2
+
y2

b2
= 1，取点 P0 = (−a, 0)，直线 y = t(x+ a)，代入椭圆方程解得

x = a
1− t2

1 + t2
, y = b

2t

1 + t2
.

当 t ∈ R 时，覆盖除 (−a, 0) 外的所有点（t = ∞ 对应 (−a, 0) 本身）。

• 双曲线 x2

a2
− y2

b2
= 1，取点 P0 = (a, 0)，直线 y = t(x− a)，代入得

x = a
1 + t2

1− t2
, y = b

2t

1− t2
.

此参数化覆盖双曲线的两支（t2 < 1 对应右支，t2 > 1 对应左支），t = ±1 对应无

穷远点。

• 抛物线 y2 = 2px，取点 P0 = (0, 0)，直线 y = tx，代入得

x = 2pt2, y = 2pt.

参数 t ∈ R 覆盖整个抛物线（t = ∞ 对应顶点？实际顶点为 t = 0）。

2 平面曲线的射影理论

仿射几何中，平行线不相交、某些曲线在无穷远处有渐近方向等问题，提示我们需

要一个更大的框架。射影几何通过引入齐次坐标和无穷远点，使所有直线都相交，并提

供了统一的观点。本节将从射影角度重新审视平面曲线，并利用射影坐标证明经典的帕

斯卡定理。

2.1 射影曲线的定义与齐次化

定义 2.1. 设 P2(F) 是射影平面，F (X,Y, Z) 是一个非零的齐次多项式（即所有单项式
次数相同）。则集合

C = {[X : Y : Z] ∈ P2(F) | F (X,Y, Z) = 0}

称为一条射影代数曲线。F 的次数称为曲线的次数。
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定义 2.2. 给定仿射曲线 Caff : f(x, y) = 0，其中 f ∈ F[x, y] 是 d 次多项式。将其齐次

化：

F (X,Y, Z) = Zdf

(
X

Z
,
Y

Z

)
.

则 F 是 d 次齐次多项式，且 Caff 嵌入到射影平面 P2 中作为 Caff ∼= {[X : Y : Z] | Z 6=
0, F (X,Y, Z) = 0}。射影曲线 C := {[X : Y : Z] | F (X,Y, Z) = 0} 称为 Caff 的射影闭
包。Z = 0 部分对应无穷远点，即 fd(X,Y ) = 0 的解。

射影平面 P2 可由三个仿射坐标卡 U0 = {[X : Y : Z] | X 6= 0}、U1 = {[X : Y : Z] |
Y 6= 0}、U2 = {[X : Y : Z] | Z 6= 0} 覆盖。在每个仿射开集上，通过归一化可得仿射曲
线。例如在 U2（即 Z 6= 0）上，令 x = X/Z, y = Y /Z，则射影曲线 F (X,Y, Z) = 0 变

为仿射曲线 f(x, y) = F (x, y, 1) = 0。因此，射影曲线局部上就是仿射曲线。

2.1.1 射影曲线上的正则点与切线

设 P = [X0 : Y0 : Z0] ∈ C，即 F (P ) = 0。若梯度∇F (P ) = ( ∂F
∂X

(P ), ∂F
∂Y

(P ), ∂F
∂Z

(P )) 6=
(0, 0, 0)，则称 P 是 C 的正则点（或光滑点）。此时，曲线在 P 处的切线方程为

∂F

∂X
(P )X +

∂F

∂Y
(P )Y +

∂F

∂Z
(P )Z = 0. (1)

这是一个齐次线性方程，定义了一条射影直线。

引理 2.1 (欧拉关系). 对于 d 次齐次多项式 F (X,Y, Z)，有

X
∂F

∂X
(X,Y, Z) + Y

∂F

∂Y
(X,Y, Z) + Z

∂F

∂Z
(X,Y, Z) = dF (X,Y, Z). (2)

证明. 由齐次性 F (λX, λY, λZ) = λdF (X,Y, Z)，两边对 λ 求导并令 λ = 1 即得。

定理 2.1 (正则点定义的等价性). 点 P = [X0 : Y0 : Z0] ∈ C 是射影正则点当且仅当它在

任一仿射坐标卡中对应的仿射点是正则点。

证明. 仅考虑 Z0 6= 0 的情形（其他坐标卡类似）。设 x = X/Z, y = Y /Z，则仿

射曲线为 f(x, y) = F (x, y, 1) = 0，对应点 (x0, y0) = (X0/Z0, Y0/Z0)。由链式法则，
∂f
∂x
(P ) = ∂F

∂X
(P )，∂f

∂y
(P ) = ∂F

∂Y
(P )，且由欧拉关系可得 ∂F

∂Z
(P ) = −x0 ∂f∂x(P )−y0

∂f
∂y
(P )。若

∂F
∂X

(P ) = ∂F
∂Y

(P ) = 0，则欧拉关系给出 Z0
∂F
∂Z

(P ) = 0，故 ∂F
∂Z

(P ) = 0，即 ∇F (P ) = 0。

反之，若 ∇F (P ) = 0，则显然 ∂f
∂x
(P ) = ∂f

∂y
(P ) = 0。因此，∇F (P ) 6= 0 当且仅当

(∂f
∂x
(P ), ∂f

∂y
(P )) 6= (0, 0)。

定理 2.2 (射影切线与仿射切线的一致性). 设 P ∈ C 是正则点且 Z0 6= 0（即位于仿射

坐标卡 U2 中），则射影切线方程 (1) 在 U2 上化为仿射曲线 f(x, y) = 0 在 (x0, y0) 处的

切线方程。
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证明. 在 U2 中，Z 6= 0，可令 x = X/Z, y = Y /Z。将 (1) 两边除以 Z，并利用
∂F
∂X

(P ) = ∂f
∂x
(x0, y0)，∂F

∂Y
(P ) = ∂f

∂y
(x0, y0) 以及 ∂F

∂Z
(P ) = −x0 ∂f∂x(x0, y0)− y0

∂f
∂y
(x0, y0)，得

∂f

∂x
(x0, y0)(X−x0Z)+

∂f

∂y
(x0, y0)(Y−y0Z) = 0 =⇒ ∂f

∂x
(x0, y0)(x−x0)+

∂f

∂y
(x0, y0)(y−y0) = 0.

这正是仿射切线方程。

定理 2.3 (无穷远点切线与渐近线). 假设 F = R。设 P = [u : v : 0] 是射影曲线 C 的正

则点，则直线 l 由 (1) 定义是仿射曲线 Caff 的一条渐近线。

证明. 我们仅考虑 b = ∂F
∂Y

(P ) 6= 0 的情形（斜渐近线），垂直情形（b = 0）可类似处理，

只需交换 x 和 y 的角色。

不失一般性，假设 u 6= 0。令 X = 1（通过齐次坐标缩放），则 P 变为 [1 : v′ : 0]，

其中 v′ = v/u。我们仍用 v 表示这个值。考虑方程 F (1, Y, Z) = 0。由于 ∂F
∂Y

(1, v, 0) 6= 0，

由隐函数定理，存在唯一的解析函数 Y (Z) 定义在 Z = 0 附近，满足 Y (0) = v 且

F (1, Y (Z), Z) = 0。则曲线在 P 附近的参数化为 [1 : Y (Z) : Z]，Z 为参数。对应的仿

射点（在 Z 6= 0 时）为

x(Z) =
1

Z
, y(Z) =

Y (Z)

Z
.

将 y(Z) 展开为 y(Z) = v+Y ′(0)Z+O(Z2)
Z

= v
Z
+ Y ′(0) + O(Z)。因此

y(x) = vx+ Y ′(0) + o(1), x→ ∞.

现在计算直线 l 的系数。由欧拉关系，1 · ∂F
∂X

+ v · ∂F
∂Y

+ 0 · ∂F
∂Z

= dF (1, v, 0) = 0，从

F (1, v, 0) = 0 可得 ∂F
∂X

(1, v, 0) + v ∂F
∂Y

(1, v, 0) = 0。由隐函数方程 F (1, Y (Z), Z) = 0 对 Z

求导，得
∂F

∂Y
(1, Y (Z), Z)) · Y ′(Z) +

∂F

∂Z
(1, Y (Z), Z)) = 0.

令 Z = 0，此时 Y (0) = v，从而得到 vx + Y ′(0) = 0 是 X ∂F
∂X

(1, v, 0) + Y ∂F
∂Y

(1, v, 0) +

Z ∂F
∂Z

(1, v, 0) 在仿射平面 {[X : Y : Z] | Z 6= 0} 上的限制，证毕。

2.2 射影变换与二次曲线

设 P2(F) 是射影平面，一个射影变换 Φ 由可逆线性变换 T ∈ GL(3,F) 诱导：

Φ([X : Y : Z]) = [T (X,Y, Z)T].

在齐次坐标下，记 X = (X,Y, Z)T, [X] := [X : Y : Z]，则 Φ(X) = [MX]，其中 M ∈
GL(3,F)。
对于一条射影代数曲线 C : F (X) = 0（F 是 d 次齐次多项式），其像 Φ(C) 的方程

为 F (M−1X′) = 0，仍是一条 d 次代数曲线。因此，次数是射影不变量。
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定理 2.4 (正则性与奇点). 设 C 由 F (X) = 0定义，P ∈ C。则 P 是正则点（∇F (P ) 6= 0）
当且仅当 Φ(P ) 是 Φ(C) 的正则点。设 P 是 C 的正则点，l 是 C 在 P 处的切线，则

Φ(l) 是 Φ(C) 在 Φ(P ) 处的切线。

证明. 设 Q = Φ(P ) =MP。曲线 Φ(C) 的方程为 G(Y) = F (M−1Y) = 0。梯度满足

∇G(Q) =M−T∇F (P ).

由于 M 可逆，M−T 可逆，故 ∇F (P ) 6= 0 当且仅当 ∇G(Q) 6= 0。
切线方程可写为 ∇F (P )TX = 0。在射影变换 [X] 7→ [Y] := [MX] 下，该方程变为

∇F (P )TM−1Y = 0，即 (M−T∇F (P ))TY = 0。这正是曲线 G 在 Q 处的切线方程。

2.2.1 二次曲线的矩阵表示与射影变换

一条二次曲线 C 可由一个 3× 3 对称矩阵 Q 表示为

XTQX = 0, QT = Q, X = (X,Y, Z)T.

在射影变换 X′ =MX（M ∈ GL(3,F)）下，新坐标为 X =M−1X′，代入得

(M−1X′)TQ(M−1X′) = X′T(M−TQM−1)X′ = 0.

因此，像曲线 C ′ = Φ(C) 的矩阵为

Q′ = NTQN.

此处 N =M−1，即 Q 与 Q′ 是合同矩阵。对于实对称矩阵 Q，存在可逆矩阵 P 使得

PTQP =


Ip 0 0

0 −Iq 0

0 0 0

 ,

其中 p, q 分别为正、负特征值的个数（计重数），r = p+ q 为秩。称 (p, q) 为 Q 的惯性
指数。

定理 2.5 (西尔维斯特惯性定律). 惯性指数 (p, q) 在合同变换下不变：若 Q′ = NTQN

且 N 可逆，则 Q′ 与 Q 有相同的 p, q。

证明. 由二次型理论，实对称矩阵的规范形是唯一的，即正、负、零的个数由 Q 唯一确

定，不依赖于合同变换的选择。因此惯性指数是合同不变量。

定理 2.6. 对于二次曲线 C，rankQ 在射影变换下保持不变。设 F = R，则 Q 的惯性指

数在射影变换下保持不变。
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2.2.2 二次曲线的射影分类

在复数域 C上，所有非退化二次曲线（rankQ = 3）都射影等价于 X2+Y 2+Z2 = 0

（因为复对称矩阵合同于单位矩阵）。

在实射影平面 RP2 中，如果我们不考虑没有实点的情况（即惯性指数 (3, 0) 或

(0, 3)，例如 X2 + Y 2 + Z2 = 0），任何非退化二次曲线（rankQ = 3）在射影变换下等

价于 X2 + Y 2 − Z2 = 0，称为 (实射影) 圆锥曲线。所有实圆锥曲线（包括椭圆、双曲
线、抛物线）在射影几何中是彼此等价的，因为它们可以通过射影变换互相转化。例如，

通过变换 (X,Y, Z) 7→ (X,Y,X + Z) 可将圆 X2 + Y 2 = Z2 变为抛物线 Y 2 = 2XZ；通

过适当的射影变换还可将抛物线变为双曲线。因此，在射影几何中不再区分椭圆、双曲

线、抛物线。

如果 r = rankQ < 3，我们有

• r = 2：

– 两条相交直线（实直线），例如 X2 − Y 2 = 0。

– 两条平行直线（在射影平面中相交于无穷远点，故属相交直线），例如 X2 −
Z2 = 0 在仿射平面 Z = 1 上为 x2 = 1，即 x = 1 和 x = −1。

– 一对共轭虚直线（交于一个实点），例如 X2 + Y 2 = 0 在实数域上仅有点

[0 : 0 : 1]，通常说它代表一个实点。

• r = 1：一条二重直线，例如 X2 = 0（即直线 X = 0 计两次）。

这些退化情形在射影变换下也保持其类型（但两条平行直线在射影平面中相交于

无穷远点，因此属于相交直线类）。

2.2.3 二次曲线的射影参数化

定理 2.7. 任何非退化二次曲线 C ⊂ P2(F) 都有一个整体有理参数化，即存在一一对应

φ : P1 −→ C.

证明. 将 C 化为标准形，对于圆锥曲线 XZ = Y 2，有

Φ : P1(R) −→ C, [s : t] 7−→ [s2 : st : t2],

我们首先验证这是一个单射。设 Φ([s : t]) = Φ([s′ : t′])，则存在非零 λ ∈ R 使得

s2 = λs′2, st = λs′t′, t2 = λt′2. (1)

解得 s = ±
√
λs′, t = ±

√
λt′，从而我们得到 [s : t] = [s′ : t′]，即 Φ 是单射。

我们验证这是一个满射。任取 [X : Y : Z] ∈ C，
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• 若 Z 6= 0，则令 [s : t] = [Y /Z : 1] 即得 Φ([s : t]) = [Y 2/Z2 : Y /Z : 1] = [XZ/Z2 :

Y /Z : 1] = [X : Y : Z]。

• 若 Z = 0，则 XZ = 0，从而 Y 2 = 0，即 Y = 0。点即为 [X : 0 : 0]，可写为

[1 : 0 : 0]。取 s = 1, t = 0，则像为 [1 : 0 : 0]。因此满射。

所以 Φ 是双射。

例 2.1. 复数域上，取 C : X2 + Y 2 + Z2 = 0。则参数化可写为

φ([s : t]) = [s2 − t2 : 2st : i(s2 + t2)].

取 C : X2 + Y 2 − Z2 = 0。则参数化可写为

φ([s : t]) = [s2 − t2 : 2st : s2 + t2].

2.2.4 圆锥曲线与交比

定理 2.8 (Steiner). 设 Γ ⊂ P2(F) 是一条非退化圆锥曲线，A,B,C,D 是 Γ 上四个固定

的不同点。则对于 Γ上任意一点 P（不同于 A,B,C,D），直线的交比 (PA,PB;PC, PD)

是一个常数，与 X 的选取无关。

证明. 取非退化二次曲线 C 的标准形式 XZ = Y 2，其有理参数化为

Φ : P1(F) → C, [s : t] 7→ [s2 : st : t2].

固定四个点 A,B,C,D，对应参数分别为 [a1 : a2], [b1 : b2], [c1 : c2], [d1 : d2]。设动点 P 对

应参数 [x1 : x2]。

直线 PA 上两点为 P = [x21 : x1x2 : x
2
2]，A = [a21 : a1a2 : a

2
2]。直线方程的行列式为∣∣∣∣∣∣∣∣

X Y Z

x21 x1x2 x22

a21 a1a2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

展开得：

X(x1x2a
2
2 − x22a1a2)− Y (x21a

2
2 − x22a

2
1) + Z(x21a1a2 − x1x2a

2
1) = 0.

同时处以 (x1a2 − x2a1), 得到其对偶点的坐标为

PA∗ = [x2a2 : −(x1a2 + x2a1) : x1a1].

类似地，

PB∗ = [x2b2 : −(x1b2 + x2b1) : x1b1],
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PC∗ = [x2c2, : −(x1c2 + x2c1), : x1c1],

PD∗ = [x2d2, : −(x1d2 + x2d1) : x1d1].

由于 A,B,C,D 是四个不同的点，存在常数 α, β 使得

(c1, c2) = αC(a1, a2) + βC(b1, b2), (d1, d2) = αD(a1, a2) + βD(b1, b2)

那么直接验算可得

(PA, PB;PC, PD) = (PA∗, PB∗;PC∗, PD∗) =
αCβD
βCαD

= (A,B;C,D),

该值只依赖于 A,B,C,D 的参数，与 P 无关。

推论 2.1. 在射影平面上，给定五个点，其中任意三点不共线，则存在唯一一条非退化
圆锥曲线通过它们。

证明. 设给定五点A,B,C,D,E。考察 {P ∈ P2(R) | (AP,BP ;CP,DP ) = (AE,BE;CE,DE)

这是一条二次曲线（因为交比条件给出二次方程），唯一性由 Steiner 定理可得。

定理 2.9 (帕斯卡定理). 设 Γ 是一条非退化圆锥曲线（在实射影平面或复射影平面中），

A1, A2, A3, A4, A5, A6是 Γ上六个不同的点。将这些点按顺序连接成六边形A1A2A3A6A5A4。

则三对对边的交点

P = A1A5 ∩ A4A2, Q = A3A4 ∩ A6A1, R = A5A3 ∩ A2A6

共线。

证明. 设 PQ 所在直线与 A2A6 的交为 S，A3A4 与 A2A6 的交为 T，A4A2 与 A1A6 的

交为 U，那么在直线 A2A6 上

(A2, T ;S,A6) = (QA2, A3A4;PQ,A1A6) = (A2, A4;P,U)

= (A1A2, A1A4;A1A5, A1A6)

= (A3A2, A3A4;A3A5, A3A6)

= (A2, T ;R,A6),

由第二章引理 3.2，S = R。

2.2.5 极点与极线

极点与极线是二次曲线理论中的一对核心概念，它揭示了点与直线之间关于一条二

次曲线的深刻对偶关系。在射影几何的框架下，这一关系可以用矩阵语言简洁地表达，

并自然地导出切线的方程以及切点公式。
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定义 2.3 (极线). 对于非退化二次曲线 C := {[x⊤] ∈ P2(F) | x⊤Qx = 0} 和任意一点
P = [p⊤] ∈ P2（P 不必在 C 上），直线

{[x⊤] ∈ P2(F) | x⊤Qp = 0}

称为点 P 关于 C 的极线。极线的对偶点为 [(Qp)⊤]。反之，对于任意一条直线 L ⊂ P2，

假设其对偶点 L∗ = [ℓ⊤] ∈ P2。

[ℓ⊤Q−1]

称为直线 ℓ 关于 C 的极点。

极点与极线的关系是相互的：若点 P 的极线是 L，则 L 的极点就是 P。这是因为

Q−1(Qp) = p（最多差一个非零标量因子）。

定理 2.10 (切线). 1. 设 P = [p⊤] ∈ C，即 p⊤Qp = 0。则点 P 的极线 LP 就是 C 在
点 P 处的切线。

2. 一条直线 L（对偶点 [ℓ⊤]）与 C 相切，当且仅当

ℓ⊤Q−1ℓ = 0.

此时切点即为直线的极点：P = [ (ℓ⊤Q−1)⊤ ]。

证明.（1）由切线方程显然。（2）L 是切线 ⇐⇒ 存在唯一点 P = [p⊤] ∈ C 使得 L 是

P 的极线。由极线定义，p = Q−1ℓ。

由此我们可以引入对偶二次曲线的概念。

定义 2.4 (对偶二次曲线). 与非退化二次曲线 C : x⊤Qx = 0 相伴的 对偶二次曲线由矩
阵 Q−1（或与之成比例的对称矩阵）表示：

C∗ =
{
[ℓ⊤] ∈ P2

∣∣ ℓ⊤Q−1ℓ = 0
}
.

它由所有与 C 相切的直线构成。

定理 2.11 (极线是切点连线). 设 C : x⊤Qx = 0 为非退化二次曲线，P = [p⊤] ∈ P2 是不

在 C 上的一点。若过 P 可作 C 的两条切线（在复数域中总有两条），则这两个切点的
连线恰好就是点 P 的极线

LP = { [x⊤] ∈ P2 | x⊤Qp = 0 }.

证明. 设 t1, t2 分别是两个切点的齐次坐标向量。因为切点在二次曲线上，故

t⊤i Qti = 0, i = 1, 2. (1)
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又因为过切点的切线经过 P，且切线的齐次方程为 x⊤Qti = 0（切点处的极线），代入

点 P 得

p⊤Qti = 0, i = 1, 2. (2)

由于 Q 是对称矩阵，t1, t2 都满足线性方程 x⊤Qp = 0，而该方程表示的正是点 P 的极

线 LP。因此 T1 = [t⊤1 ] 和 T2 = [t⊤2 ] 都在 LP 上。

注 2.1. 若只考虑实数域，当点 P 在椭圆外时，两条切线都是实的，切点连线是实线段；

当 P 在椭圆内时，实切线不存在，但复数域上仍有两条切线，切点连线是实直线（它

在欧氏平面上仍然可见），这正是椭圆内部点极线的几何意义——它仍由形式上「两个

虚切点的连线」给出。

例 2.2 (椭圆的极点与极线). 考虑椭圆 x2

4
+ y2

1
= 1，在齐次坐标下有理化为

Q =


1
4

0 0

0 1 0

0 0 −1

 .

取点 P = [(2, 0, 1)⊤]，即欧氏点 (2, 0)，它恰好在椭圆上。其极线由 x⊤Qp = 0 给出，计

算

Qp =


1
4
· 2

1 · 0
−1 · 1

 =


1/2

0

−1

 ,

故极线方程为 1
2
x + 0 · y − z = 0，即 x = 2z，对应欧氏直线 x = 2。这正是在点 (2, 0)

处的切线。

再取椭圆外一点 P ′ = [(4, 0, 1)⊤]，其极线为

Qp′ =


1

0

−1

 ,

方程为 x− z = 0，即 x = 1。可以验证：过 (4, 0) 作椭圆的两条切线的切点连线恰好就

是直线 x = 1。

3 平行直线的透视收敛：消失点的几何推导

透视投影最显著的特征之一，便是三维空间中原本互相平行的直线，在画面上不再

保持平行，而是汇聚于一个共同点——消失点。本节将从最基本的几何元素出发，建立

相机投影模型，并严格证明：消失点恰恰是相应空间方向上无穷远点的投影；该点的位

置完全由相机的朝向与内部结构决定，而与相机所处的位置无关。
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3.1 相机建模：光心、焦距与图像平面

定义 3.1 (相机标架). 相机在空间中占据一个点 C，称为光心。以 C 为原点建立一个

右手直角标架 [C; u, v,w]，即 {u, v,w} 为一组单位正交基，且 u × v = w，称为相机标
架，其中

• w 指向观察方向（光轴），

• u 指向相机右侧，

• v 指向相机下方（使图像坐标的 y 轴向下）。

定义 3.2 (世界标架到相机标架的变换). 设空间中有一个固定的直角坐标系 [O; e1, e2, e3]，
称为世界标架。光心 C 在世界标架下的坐标为 C = (Cx, Cy, Cz)

⊤。令 R = (u, v,w) =

(ri,j)1≤i,j≤3 为一个 3 × 3 正交矩阵。对任意空间点 P，记其在世界标架下的坐标为

Xw = (Xw, Yw, Zw)
⊤，则它在相机标架下的坐标 Xc = (Xc, Yc, Zc)

⊤ 由下式给出

Xc = R(Xw − C) = RXw + t, (3)

其中 t = −RC 为平移向量。

定义 3.3 (图像平面与物理投影). 在相机标架中，距光心 f（f > 0）且垂直于光轴的平

面称为 图像平面（或焦平面）。f 称为焦距。一个空间点 P 在图像平面上的像是光心 C

与 P 连线与图像平面的交点。设 P 在相机标架下的坐标为 Xc = (Xc, Yc, Zc)
⊤，Zc > 0，

即在世界标架下的坐标满足 r3,1(Xw − Cx) + r3,2(Yw − Cy) + r3,3(Zw − Cz) > 0。由相似

三角形（图 1）可得，像点在相机标架下的坐标为

x = f
Xc

Zc

, y = f
Yc
Zc

, z = f. (4)

称 (x, y) 为图像坐标。

定义 3.4 (像素坐标与主点). 图像平面上任点 (x, y) 经过传感器采样后，在照片上产生

唯一的像素坐标 (u, v)。设光轴与图像平面的交点（即相机标架下坐标为 (0, 0, f) 的点）

在像素网格中的坐标为 (u0, v0)，称为主点。假设该采样过程是线性的，即存在两个正
常数 αx, αy > 0，使得

u = u0 + αxx, v = v0 + αyy. (5)

这里 αx, αy 包含了传感器对几何长度的量化密度，

定义 3.5 (像素焦距). 称
fx = αxf, fy = αyf

为相机的像素焦距。利用 (4) 和 (5)，直接从相机坐标到像素坐标的投影公式为

u = fx
Xc

Zc

+ u0, v = fy
Yc
Zc

+ v0. (6)
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w (Zc)

u (Xc)

图像平面

f

Xc

Zc

x

x

f
=

Xc

Zc

图 1: 针孔投影中的相似三角形（侧视图）。从空间点 P 出发穿过光心 C 的光线，在图

像平面上留下像点 (x, y)。由相似三角形关系可推导出成像公式。

3.2 齐次坐标表示

定义 3.6. 定义 Φ : P3(R) \ {[Cx;Cy;Cz; 1]} → P2(R), [a0; a1; a2; a3] 7→ [b0; b1; b2]，其中
b0

b1

b2

 =


fx 0 u0

0 fy v0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

K

(R | t)︸ ︷︷ ︸
外参


a0

a1

a2

a3

 (7)

其中 K 仅依赖于 fx, fy, u0, v0，称为内参数矩阵；(R | t) 仅依赖于相机相对于世界标架
的位置和朝向，称为 外参数。

命题 3.1 (投影矩阵). 对于三维点 Xw = (Xw, Yw, Zw)
⊤ 6= C，记 X̃w = [Xw;Yw;Zw; 1]。

对于二维图像点 (u, v)⊤，记 ũ = [u; v; 1]。那么拍摄照片（即(3)(5)）可视为一个映射

ϕ : H+ → R2, (Xw, Yw, Zw)
⊤ 7→ (u, v)⊤,

由关系 Φ(X̃w) = ũ 唯一确定，其中

H+ = {(Xw, Yw, Zw) ∈ R3 | r3,1(Xw − Cx) + r3,2(Yw − Cy) + r3,3(Zw − Cz) > 0}�

即相机前方这个半空间。

证明.

K(R | t)
(

Xw

1

)
= K(RXw + t) = KXc.

将 K 和 Xc = (Xc, Yc, Zc)
⊤ 代入，有

KXc =


fx 0 u0

0 fy v0

0 0 1



Xc

Yc

Zc

 =


fxXc + u0Zc

fyYc + v0Zc

Zc

 .
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用最后一个分量 Zc 通除前两个分量即可。

引理 3.1. 设 L 为空间中一直线，其参数方程为

X(s) = a + sd, s ∈ R,

其中 a ∈ R3 为线上一点，d 6= 0 为方向向量。假设 L ∩H+ 6= ∅，即存在 s 使得 X(s)

位于相机前方。定义

b0 = K(Ra + t), r = KRd.

如果 L 不过光心 C，则 b0 与 r 线性无关，切 ϕ(L ∩H+) 落在 R2 中的一条直线上

(b0 × r)⊤


u

v

1

 = 0, (8)

若 L 过光心，那么 b0 与 r 线性相关，ϕ(L ∩H+) 退化为单个点，齐次坐标为恰为 r。

证明. 将 L 上的点写为齐次坐标 X̃(s) = [(a + sd)⊤; 1]。当 s 使得 X(s) ∈ H+ 时，注意

到

K(R | t)
[

a + sd
1

]
= K(Ra + t) + sKRd = b0 + sr.

若 b0 与 r 线性无关，则该向量落在垂直于 b0, r 张成的二维线性子空间中，因此

Φ(L ∩H+) ⊂ {[x; y; z] ∈ P2(R) | (b0 × r)⊤


x

y

z

 = 0}.

其在 R2 上的限制的方程即为 (b0 × r)⊤(u; v; 1)⊤ = 0。若 b0 与 r 线性相关，则存在 s0

使 b0 + s0r = 0，此时 ϕ(L ∩H+) 退化为单个射影点。

推论 3.1 (消失点). 设 d ∈ R3 \ {0} 为一固定方向向量，且 d 与 u, v 线性无关。考虑空
间中所有方向平行于 d 的直线，其拍照得到的像的交汇于同一个固定点 vd ∈ R2，满足

[v⊤
d ; 1] = [(KR d)⊤] = Φ([d⊤; 0]), (9)

称该点为方向 d 的消失点。

证明. 设方向 d与 u, v线性无关，现在任取一条方向向量为 d的直线 L，那么 L∩H+ 6=
∅。由引理 3.1，显然。

19



3.3 同一相机不同标架下的点对应关系

前面的讨论只涉及单个相机标架 [C; u, v,w]，现在考虑同一台相机（内参矩阵 K 不

变）移动到新的位姿。设初始时刻相机标架为 [C1; u1, v1,w1]，对应的外参数记为 R1, t1；
运动后相机标架变为 [C2; u2, v2,w2]，对应的外参数为 R2, t2。
在两个位置拍照，分别得到映射 Φ1 : P3(R) \ {C̃1} → P2(R),Φ2 : P3(R) \ {C̃2} →

P2(R)，
现在考察 Φ1(X̃w) 和 Φ2(X̃w) 的关系。我们首先定义下面记号

定义 3.7. 对任意向量 v = (vx, vy, vz)
⊤ ∈ R3，定义

[v]× =


0 −vz vy

vz 0 −vx
−vy vx 0

 . (10)

该矩阵满足 [v]⊤× = −[v]×，且对任意 w ∈ R3 有

[v]×w = v × w.

由此立得 w⊤[v]×w = 0。当 v 6= 0 时，[v]× 的秩为 2。

定理 3.1. 令
F = K−⊤ [̄t]×RK−1. (11)

其中

R = R2R
⊤
1 , t̄ = t2 −Rt1,

设 v ∈ R4 \ {0}, [u⊤
1 ] = Φ1([v⊤]), [u⊤

2 ] = Φ2([v⊤])，那么

u⊤
2 F u1 = 0,

证明. 由定义，存在非零常数 α, β 使得

u1 = αK(R1 | t1)v, u2 = βK(R2 | t2)v.

将 v 写成分块形式 (y⊤, s)⊤，其中 y ∈ R3, s ∈ R。令

Xc1 = R1y + t1s, Xc2 = R2y + t2s,

则 u1 = αKXc1, u2 = βKXc2。因此 Xc2 = RXc1 + t̄s。
由 K 可逆，得

K−1u1 = αXc1, K−1u2 = βXc2.

代入保距变换关系：

β−1K−1u2 = R(α−1K−1u1) + t̄s.
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整理为

K−1u2 = λRK−1u1 + µt̄,

其中 λ = β/α 6= 0，µ = βs（当 s = 0 时 µ = 0）。

两边左乘平移向量的反对称矩阵 [̄t]×，并利用 [̄t]×t̄ = 0，得到

[̄t]×K−1u2 = λ[̄t]×RK−1u1.

再左乘 (K−1u2)
⊤。因为 [̄t]× 是反对称矩阵，对任意向量 w 有 w⊤ [̄t]×w = 0，取 w =

K−1u2，则左边为零：

0 = λ(K−1u2)
⊤ [̄t]×RK−1u1.

消去非零因子 λ，并将 (K−1u2)
⊤ = u⊤

2K
−⊤，得

u⊤
2

(
K−⊤ [̄t]×RK−1

)
u1 = 0.

由定义 F = K−⊤ [̄t]×RK−1，即

u⊤
2 F u1 = 0.

4 帕斯卡定理与相机内参标定

前面我们建立了射影空间到图像的射影化的映射 Φ : P3(R) \ {C̃} → P2(R)。虽然
我们拍照是一个在实数域上工作的过程，但是我们接下来会在复数域上考虑问题。我们

用与定义 3.6中相同的定义，将 Φ 视为 P3(C) \ {C̃} → P2(C)。

4.1 绝对二次曲线与绝对二次曲线的像

定义 4.1 (绝对二次曲线). 在世界标架下，考虑无穷远平面 π∞ = {[Xw;Yw;Zw; 0] ∈
P3(C)}（注意这是一个射影平面）。其上由方程

X2
w + Y 2

w + Z2
w = 0,

（齐次意义下）定义了一条虚的二次曲线，称为绝对二次曲线，记为 Ω∞。

引理 4.1 (绝对二次曲线的欧氏不变性). 设 [O; e1, e2, e3] 和 [O′; e′1, e′2, e′3] 是三维欧氏空
间中的两个右手直角标架，它们之间相差一个保距变换（刚体运动）。则绝对二次曲线

Ω∞ 在这两个标架下的方程形式完全相同：

X2 + Y 2 + Z2 = 0, W = 0,

其中 (X,Y, Z,W )⊤ 是对应标架下点的齐次坐标向量。换言之，Ω∞ 由欧氏空间的度量

唯一确定，与直角坐标系的选取无关。

21



证明. 设空间中任意一点 P 在第一个标架下的欧氏坐标为 X = (X,Y, Z)⊤，齐次坐标

为 X̃ = [X;Y ;Z; 1]。两个标架之间的保距变换可表示为

X′ = RX + t,

其中 R 为正交矩阵且 detR = 1，t ∈ R3 为平移向量。延拓成的射影变换为 [v⊤] 7→

[(

(
R, t
0, 1

)
v)⊤]

绝对二次曲线 Ω∞ 在第一个标架下的方程写为X2 + Y 2 + Z2 = 0,

W = 0.
(12)

这个点集为 {[d⊤; 0] | d⊤d = 0, d ∈ C3 \ {0}}� 经过仿射变换后该点集为 {[(Rd)⊤; 0] |
d⊤d = 0, d ∈ C3 \ {0}}。

Ω∞ 在第二个标架下的方程同样为

X ′2 + Y ′2 + Z ′2 = 0, W ′ = 0.

方程形式没有改变，不依赖于平移 t 和旋转 R。故 Ω∞ 与直角坐标系的选取无关。

命题 4.1 (绝对二次曲线的像（IAC）). 绝对二次曲线 Ω∞ 在 Φ 下的像 Φ(Ω∞) 是一条

平面二次曲线，称为绝对二次曲线的像（IAC）。其方程可以用 (KK⊤)−1 = K−⊤K−1 表

示出来，即

Φ(Ω∞) = {[x; y; z] ∈ P2(C) | (x, y, z)(KK⊤)−1(x, y, z)⊤ = 0}.

证明. Ω∞ 上的任意点可写为 [d⊤; 0]，其中 d ∈ C3 满足 d⊤d = 0。利用 Φ 的定义，

Φ([d⊤; 0]) = [(K(R | t)
(

d
0

)
)⊤] = [(KR d)⊤].

于是 IAC 上的点 [b⊤] 满足

d⊤d = (R⊤K−1b)⊤(R⊤K−1b) = b⊤K−⊤RR⊤K−1b = b⊤(K−⊤K−1)b = 0.

定义 4.2. Ω∞ 与任何空间平面的射影闭包相交于两个共轭复点，称为该平面的圆环点，
其齐次坐标向量为 I, J ，且 I = J。圆环点在图像上的投影称为圆环点的像，齐次坐标
向量为 mI ,mJ 它们必然位于 IAC 上，同样有 mI = mJ。

引理 4.2 (圆与圆环点). 设 π 是三维欧氏空间中的一个平面，I, J 为该平面的一对圆环
点。则 π 上的任意一个圆必然经过 I 和 J。
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证明. 在平面 π 上建立欧氏坐标系 (O; e1, e2)，使得 O 为圆心，e1, e2 为互相正交的单
位向量。令 e3 := e1 × e2, 则 (O; e1, e2, e3)，为右手直角坐标系。在此坐标系下，以圆的
方程为

x2 + y2 = r2, z = 0

其中 r 为半径。

X2 + Y 2 = r2W 2, Z = 0 (13)

考察嵌入 C3 → P3(C), (x, y, z) 7→ [x; y; z; 1],π 的射影闭包与 Ω∞ 的交点为

[1;
√
−1; 0; 0], [1;−

√
−1; 0; 0],

满足上述方程。

4.2 椭圆方程拟合

设空间中一个平面圆盘（例如圆形杯盖、圆环等）在相机中成像。圆所在平面与相

机的相对姿态导致投影为椭圆（避开圆平面与光轴平行的退化情形）。本小节详细说明

如何从该椭圆出发，在其上选取四个实点，并通过帕斯卡定理求解圆环点的像。

提取圆轮廓的像素边缘点集（可人工或使用相应算法）, 用最小二乘法拟合椭圆的
一般二次方程

Au2 +Buv + Cv2 +Du+ Ev + F = 0.

写成齐次坐标形式：

m⊤Qm = 0, m =


u

v

1

 ,

其中系数矩阵为

Q =


A B/2 D/2

B/2 C E/2

D/2 E/2 F

 .

矩阵 Q 在齐次等价意义下由椭圆唯一确定。

在拟合得到的椭圆上选取四个实点 mA,mB,mC ,mD，选取原则为均匀分布——实
践表明这样数值稳定性最优。推荐方法如下：

1. 计算椭圆的中心坐标 (uc, vc)、长轴方向角 θ、长短半轴 a, b。

2. 在椭圆的参数方程下，取四个等分象限的角度：

θk = θ + k · π
2
, k = 0, 1, 2, 3,
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3. 将角度代入椭圆参数方程uk = uc + a cos θk cos θ − b sin θk sin θ,

vk = vc + a cos θk sin θ + b sin θk cos θ,

得到四个实点的像素坐标 [uk; vk; 1]，记为 mA,mB,mC ,mD。

这四个点构成椭圆上的一个内接四边形，它们与两个待求的圆环点像 mI ,mJ 一起构成

椭圆上的六个点。

引理 4.3 (圆环点像的有限性条件). 设相机内参矩阵为 K，相机外参为 (R, t)，世界坐标
系中一空间平面 π的法向量为 n。记相机光轴方向（世界坐标系下）为 v = (r31, r32, r33)

⊤，

其中 r3j 为旋转矩阵 R 的第三行元素。若 v 不垂直于平面 π（即 v · n 6= 0），则平面 π

的圆环点 Iπ, Jπ 在图像上的投影 mI ,mJ 为有限远点，即其齐次坐标的第三个分量非零。

证明. 平面 π 的圆环点 Iπ, Jπ 是 π 的无穷远直线上的两个虚点，其齐次坐标可写为

[d; 0]⊤，其中 d ∈ C3 满足

d⊤d = 0, d⊤n = 0. (14)

第一个条件表明 d 是一个迷向向量（零模长），第二个条件表示 d 位于平面 π 内。

相机的投影矩阵为 P = K(R | t)，圆环点的像的齐次坐标向量为 K[R | t]
(

d
0

)
=

KR d. 其第三个分量即为：
(R d)3 = r⊤3 d = v · d, (15)

其中 r⊤3 为 R 的第三行，按定义等于 v⊤。

4.3 帕斯卡定理求解圆环点的像

mA,mB,mC ,mD,mI ,mJ ,构成一个虚六边形。由于六点均位于同一条二次曲线（椭

圆）上，帕斯卡定理成立：三对对边的交点共线。

三对对边的对偶点齐次坐标向量可以由下式计算

L1 = mA × mB, L2 = mB × mC , L3 = mC × mD,

L4 = mD × mI , L5 = mI × mJ , L6 = mJ × mA.

三对边为 (L1, L4)、(L2, L5)、(L3, L6)，对应交点齐次坐标向量为

P = L1 × L4 = (mA × mB)× (mD × mI),

Q = L2 × L5 = (mB × mC)× (mI × mJ),

R = L3 × L6 = (mC × mD)× (mJ × mA).
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帕斯卡定理断言它们共线：

det(P,Q,R) = 0. (16)

圆环点的像是一对共轭复点，设

mI =


x1 + x2i

x3 + x4i

1

 , mJ = mI =


x1 − x2i

x3 − x4i

1

 ,

其中 x1, x2, x3, x4 ∈ R为待求的四个实未知数。将它们及四个已知实点的坐标代入 (16)，
得到一个复数方程。其实部和虚部分别为零：Re

(
det(P,Q,R)

)
= 0,

Im
(
det(P,Q,R)

)
= 0.

(17)

椭圆约束：圆环点的像必须位于已拟合的椭圆上，即

m⊤
I QmI = 0,

同样分解为实部和虚部： Re
(
m⊤

I QmI

)
= 0,

Im
(
m⊤

I QmI

)
= 0.

(18)

（mJ 的条件自动满足，因为 C 为实矩阵且 mJ = mI。）

(17) 提供 2 个实方程，(18) 提供 2 个实方程，合计 4 个实方程，恰好可以确定 4

个实未知数 x1, x2, x3, x4。

4.4 由圆环点的像求解内参

设已从第 i 张图像（i = 1, . . . , n，n ≥ 2）中求得一对圆环点的像 mIi 和 mJi，它

们是一对共轭复点：

mIi =


x1i + x2ii
x3i + x4ii

1

 , mJi =


x1i − x2ii
x3i − x4ii

1

 .
绝对二次曲线的像记为 ω = K−TK−1，它是一个 3× 3 的实对称矩阵。对于任意一对圆

环点的像，满足

mT
IiωmIi = 0.

由于 mIi 为复点，该方程等价于其实部和虚部分别为零：

Re
(
mT

IiωmIi

)
= 0, Im

(
mT

IiωmIi

)
= 0.
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每一对圆环点像提供关于 ω 的 2 个线性约束。ω 有 4 个自由度。因此至少需要 n ≥ 2

张不同姿态的图像才能线性求解。具体来说：

K−1 =


1
fu

0 −u0

fu

0 1
fv

− v0
fv

0 0 1


绝对二次曲线的像 ω = K−TK−1 为：

ω =


1
f2
u

0 −u0

f2
u

0 1
f2
v

− v0
f2
v

−u0

f2
u

− v0
f2
v

1 +
u2
0

f2
u
+

v20
f2
v


记

ω =


a 0 d

0 b e

d e 1 +
d2

a
+
e2

b


则相机内参数可直接由下式求得：

fu =
1√
a
, fv =

1√
b
, u0 = −d

a
, v0 = −e

b
.
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