
射影空间

1 从仿射直线到射影直线

在仿射平面中，两条平行直线永不相交；在仿射直线上，函数可以无界地增长。这

些现象提示我们，仿射空间缺少了某些“无穷远处”的点。为了统一处理平行与相交的

情形，并使空间具备更好的紧致性，我们首先从一维情形——射影直线——入手。

具体地，对于实数轴 R，我们引入一个理想点 ∞，称为无穷远点。于是得到扩充
实数集 R ∪ {∞}（实际上，这是把 +∞ 和 −∞ 看成一个点）。在几何上，这相当于把
直线两端连接起来，形成一个封闭的圆。我们将在后面看到这一直观的严格实现。

1.1 射影直线的模空间定义

射影直线的严格定义不依赖于直观的“添加无穷远点”，而是从一维线性子空间的

角度给出，这一观点适用于任意域。

定义 1.1. 设 F 是一个域。在二维向量空间 F2 中，考虑所有一维线性子空间（即过原

点的直线）。这些子空间的集合称为 F 上的射影直线，记作 P1(F)。等价地，

P1(F) = (F2 \ {0})/ ∼,

其中 (x0, x1) ∼ (λx0, λx1) 对任意非零 λ ∈ F。点用齐次坐标 [x0 : x1] 表示。

这一定义的优越性在于：它将“方向”而非具体数值作为基本对象。例如在实数域

上，R2 中每条过原点的直线对应一个方向，这些方向构成一个圆——这正是我们即将

看到的几何模型。

齐次坐标 [x0 : x1] 与通常的域中元素有一个自然的对应关系。当 x1 6= 0 时，我们

可以将点写成 [x : 1]，其中 x = x0/x1 ∈ F。这给出了一个单射

F ↪→ P1(F), x 7→ [x : 1].

它的像集是 U0 = {[x0 : x1] | x1 6= 0}。余下的点集是 U0 的补集，即 {[x0 : 0] | x0 6= 0}，
这只有一个点，记作 ∞ = [1 : 0]。因此，作为集合，

P1(F) = F ∪ {∞}.
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类似地，若用另一个坐标卡 x0 6= 0，则点可写成 [1 : y]，其中 y = x1/x0，此时 U1 =

{[x0 : x1] | x0 6= 0} 与 F 一一对应，且 ∞ = [0 : 1] 也被排除在 U1 外。这表明“无穷远

点”的概念依赖于坐标选取，而非本质的。

1.2 射影直线的局部仿射结构

对于任意域 F，射影直线 P1(F) 在局部上可以与仿射直线等同。具体地，我们有两
个自然的子集（称为仿射坐标卡）：

U0 = {[x0 : x1] | x1 6= 0}, U1 = {[x0 : x1] | x0 6= 0}.

• U0 与域 F 之间存在一一对应 ϕ0 : U0 → F，定义为 ϕ0([x0 : x1]) = x0/x1，其逆映

射为 t 7→ [t : 1]。

• U1 与 F 之间存在一一对应 ϕ1 : U1 → F，定义为 ϕ1([x0 : x1]) = x1/x0，其逆映射

为 s 7→ [1 : s]。

通过这两个对应，我们可以将 F 上的仿射空间结构（即 F 作为一维向量空间上的
仿射空间）搬到 U0 和 U1 上，使它们分别成为与仿射直线 F 同构的仿射空间。换句话
说，U0 和 U1 都具有自然的仿射直线结构。

两个坐标卡覆盖整个射影直线，因为任何点至少有一个坐标非零。它们的交集 U0∩
U1 对应于 F× = F \ {0}，在此交集上，坐标变换为

s =
1

t
,

其中 t = x0/x1 ∈ F×，s = x1/x0。这是一个从 F× 到自身的双射。

1.3 射影直线作为仿射直线的“一点紧化”

射影直线最重要的性质之一是：去掉任意一个点后，剩下的部分恰好同构于仿射直

线。这正是“添加一个无穷远点”这一直观的精确表述。

定理 1.1. 设 F是任意域，P 是 P1(F)中任意一点。则存在一个双射ΨP : P1(F)\{P} → F。

证明. 我们分两种情形证明。
情形 1： P = [1 : 0] 或者 [0 : 1]。此时由前面的讨论，P1(F) \ {P} = U0 或 U1，因

此结论成立。

情形 2： P = [a : b] 且 b 6= 0。考虑由矩阵

T =

(
b −a
0 1

)
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诱导的映射 T̃ : F2 → F2，它是可逆线性变换（因为 detT = b 6= 0）。此变换诱导射影直

线上的一个射影变换（我们将在后续详细讨论），即

ΦT : P1(F)→ P1(F), [x0 : x1] 7→ [bx0 − ax1 : x1].

容易验证 ΦT (P ) = [b · a− a · b : b] = [0 : b] = [0 : 1] = ∞（注意 [0 : b] 与 [0 : 1] 相同）。

由于 ΦT 是双射（因为 T 可逆），它将 P1(F) \ {P} 双射地映到 P1(F) \ {∞} = U0。然

后复合 ϕ0 即得

ΨP = ϕ0 ◦ ΦT : P1(F) \ {P} → F,

这是一个双射。
x

y

l : y = 1方向 [2 : 1]
方向 [1 : 1]

方向 [1 : 0.5]

平行 ⇒ 无穷远点O

这个定理表明，射影直线上没有特殊的点，任何一点都可以被视为“无穷远点”。

1.4 实射影直线的几何模型：圆

现在考虑实数域上的射影直线 RP1 = P1(R)。我们来建立它与单位圆 S1 = {(u, v) ∈
R2 | u2 + v2 = 1} 之间的联系。

命题 1.1. 存在一个从 RP1 到单位圆 S1 的一一对应，且这个对应及其逆映射都是连续

的（在通常的欧氏拓扑意义下）。

证明. 取映射 Φ : RP1 → S1 定义为：

Φ([x0 : x1]) =

(
2x0x1
x20 + x21

,
x20 − x21
x20 + x21

)
.

这是一个常见的有理参数化，它将射影直线上的点映到圆上。验证：当 (x0, x1) 6= (0, 0)

时，右端两坐标的平方和为 1，且依赖于比例类。不难验证 Φ是双射：每个方向 [x0 : x1]

对应圆上唯一一点，且圆上每点可逆地找到对应的方向（可具体解出 [x0 : x1]）。同时，

Φ 是连续的，因为它是坐标的有理函数且分母非零。其逆映射也可用连续函数表达，因

此也是连续的。

实际上，更直观的方式是用角度 θ：每个方向 [x0 : x1] 可视为与 x 轴正方向的夹角

θ，即 x0 = cos θ, x1 = sin θ（允许整体缩放）。由于 [x0 : x1] 与 [−x0 : −x1] 相同，θ 与
θ+ π 对应同一点，因此 RP1 可以看作将圆上的对径点等同，这仍然是一个圆（旋转半

圈后重合）。无论如何，存在一个双连续的双射将 RP1 与圆等同起来。
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既然 RP1 与圆 S1 之间存在一一对应的连续映射且逆连续，那么在几何意义上，它

们就是“相同的空间”。我们知道圆是 R2 中的有界闭集，从而是紧致的（即它的任何开
覆盖都有有限子覆盖）。因此，RP1 也具有紧致性。这一紧致性使得 RP1 上的连续函数

必有界，这与仿射直线形成鲜明对比。

例 1.1 (例子：复射影直线). 若取域 F = C，则 CP1 是复一维的，但作为实流形是二维

的。类似地，CP1 = C ∪ {∞}，它可以通过球极投影与二维球面 S2 建立双连续的一一

对应，即黎曼球面。这是复分析中最基本的一维紧复流形，其上的亚纯函数正是复平面
上的有理函数。

2 射影空间的线性代数结构

在第一节中，我们以一维射影直线为例，引入了射影空间的基本思想。现在我们将

这些概念推广到任意维数，建立射影空间的代数框架。

2.1 射影空间的定义与齐次坐标

仿照射影直线的定义，我们自然地将射影空间定义为更高维向量空间中一维子空

间的集合。

定义 2.1. 设 F 是一个域，n 为非负整数。在 (n+ 1) 维向量空间 Fn+1 中，考虑所有一

维线性子空间（即过原点的直线）。这些子空间的集合称为 F 上的 n 维射影空间，记作
Pn(F)。等价地，

Pn(F) = (Fn+1 \ {0})/ ∼,

其中 (x0, x1, . . . , xn) ∼ (λx0, λx1, . . . , λxn) 对任意非零 λ ∈ F。点用齐次坐标 [x0 : x1 :

· · · : xn] 表示。

当 n = 1 时，即前一节的射影直线；当 n = 2 时，称为射影平面。

齐次坐标的重要性质是它们不是唯一的，但彼此成比例。因此，对于点 P = [x0 :

· · · : xn]，只要存在某个坐标非零，我们就可以通过除以该坐标将其归一化，从而得到
仿射坐标。

2.2 局部仿射坐标卡

类似于一维情形，射影空间可以用多个仿射坐标卡覆盖，每个坐标卡都同构于仿射

空间 Fn。

对于每个 i = 0, . . . , n，定义

Ui = {[x0 : · · · : xn] | xi 6= 0}.
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则 Ui 与 Fn 之间存在一一对应：

ϕi : Ui → Fn, [x0 : · · · : xn] 7→
(
x0
xi
, . . . ,

x̂i
xi
, . . . ,

xn
xi

)
,

其中 x̂i

xi
表示省略这一项。其逆映射为

ψi(t1, . . . , tn) = [t1 : · · · : ti−1 : 1 : ti : · · · : tn],

即在第 i 个位置放 1，其余坐标由 tj 给出。

这些 Ui 覆盖整个 Pn(F)，称为仿射坐标卡。当点 P 同时属于两个不同的坐标卡 Ui

和 Uj 时，它在 Ui 中的坐标 (t1, . . . , tn) 与在 Uj 中的坐标 (s1, . . . , sn) 之间存在确定的

变换关系，称为坐标变换。这一变换可以通过将两个坐标都还原为同一组齐次坐标来得
到。

设点 P ∈ Ui ∩ Uj 在 Ui 中的坐标为 (t1, . . . , tn)，在 Uj 中的坐标为 (s1, . . . , sn)。由

定义，它们对应的齐次坐标分别为

P = [t1 : · · · : ti−1 : 1 : ti : · · · : tn], P = [s1 : · · · : sj−1 : 1 : sj : · · · : sn].

因此存在非零标量 λ ∈ F× 使得

(t1, . . . , ti−1, 1, ti, . . . , tn) = λ (s1, . . . , sj−1, 1, sj, . . . , sn). (1)

为用 (t1, . . . , tn)表示 (s1, . . . , sn)，记左边向量的第m个分量为 Lm (1 ≤ m ≤ n+1)，

即

Lm =


tm, 1 ≤ m < i,

1, m = i,

tm−1, i < m ≤ n+ 1.

比较 (1) 式两边的第 j 个分量得 λ = Lj（因为右边第 j 个分量为 λ · 1）。由于 P ∈ Uj，

有 xj 6= 0，从而 Lj 6= 0，分母合理。于是由 (1) 式得

λsk = Lk (1 ≤ k < j), λsk−1 = Lk (j < k ≤ n+ 1).

将 λ = Lj 代入，解得

sk =
Lk

Lj

, 1 ≤ k < j,

sk =
Lk+1

Lj

, j ≤ k ≤ n.

此即从 Ui 到 Uj 的坐标变换公式。
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2.3 射影子空间：点、直线、平面、超平面

在射影空间中，我们可以自然地定义“直线”、“平面”等概念，它们对应于原向量

空间中的线性子空间。

定义 2.2. 设 W ⊆ Fn+1 是一个 r + 1 维线性子空间（0 ≤ r ≤ n）。则 W 中所有一维子

空间的集合

P(W ) = {[x0 : · · · : xn] | (x0, . . . , xn) ∈ W \ {0}} ⊆ Pn(F)

称为 Pn(F) 中的一个 r 维射影子空间。根据维数 r 的不同，我们有不同的称谓：

• 当 r = 0 时，它是一个点（零维射影子空间）。

• 当 r = 1 时，它是一条射影直线。

• 当 r = 2 时，它是一个射影平面。

• 当 r = n− 1 时，它称为一个超平面。

定理 2.1 (射影子空间的维数公式). 设 Pn(F) 是 n 维射影空间，U 和 V 是其中的射影

子空间，维数分别为 m 和 l（0 ≤ m, l ≤ n）。当 m+ l−n ≥ 0 时，则它们的交集 U ∩ V
是一个非空射影子空间，且其维数满足

dim(U ∩ V ) ≥ m+ l − n.

证明. 设 U = P(WU)，V = P(WV )，其中 WU ,WV ⊆ Fn+1 分别是维数为 m+ 1 和 l+ 1

的线性子空间。则 U ∩ V = P(WU ∩WV )。由线性子空间的维数公式：

dim(WU) + dim(WV ) = dim(WU +WV ) + dim(WU ∩WV ).

注意到 WU +WV ⊆ Fn+1，故 dim(WU +WV ) ≤ n+ 1。于是

dim(WU∩WV ) = dim(WU)+dim(WV )−dim(WU+WV ) ≥ (m+1)+(l+1)−(n+1) = m+l+1−n.

因此

dim(U ∩ V ) = dim(WU ∩WV )− 1 ≥ m+ l − n.

若 m+ l − n ≥ 0，则右端非负，从而 U ∩ V 至少含有 0 维子空间，即非空。

推论 2.1.1 (射影平面上的两条直线). 在射影平面 P2(F) 中，任意两条不同的直线总相
交于一点。

证明. 在 P2 中，直线是一维射影子空间，即 m = l = 1。由定理，它们的交的维数满足

dim(U ∩ V ) ≥ 1 + 1− 2 = 0,

故 U ∩ V 至少是一个点。若两条直线不同，则它们对应的二维线性子空间 WU 和 WV

不相等，dim(WU ∩WV ) ≤ 1，从而 dim(U ∩ V ) = 0，即恰好是一个点。因此任意两条

不同直线有唯一交点。
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定理 2.2. 设 P1, . . . , Pr ∈ Pn(F) 是射影空间中的点，齐次坐标分别为

Pi = [x
(i)
0 : x

(i)
1 : · · · : x(i)n ], i = 1, . . . , r.

构造矩阵

M =


x
(1)
0 x

(1)
1 · · · x

(1)
n

x
(2)
0 x

(2)
1 · · · x

(2)
n

... ... . . . ...
x
(r)
0 x

(r)
1 · · · x

(r)
n

 ∈ Fr×(n+1).

则由定义得到，点 P1, . . . , Pr 落在某个 m 维射影子空间中的充要条件是

rankM ≤ m+ 1.

证明. 由定义显然。

我们接下来会看到，射影子空间限制到仿射开子集后会是仿射子空间，同时仿射子

空间取射影闭包后是射影子空间，从而我们可以用射影几何的办法来研究仿射空间中

的共线共面等问题。

定理 2.3. 设 S ⊆ Pn(F) 是一个 m 维射影子空间（即 S = P(W )，其中 W ⊆ Fn+1 是

m+ 1 维线性子空间）。若 S ∩Ui 6= ∅，则 ϕi(S ∩Ui) 是 Fn 中的一个 m 维仿射子空间。

证明. 设 W 是 Fn+1 中 m+ 1 维子空间，S = P(W )。由于 S ∩Ui 6= ∅，存在点 [x] ∈ S
使得 xi 6= 0。那么所有满足 xi 6= 0 的 [x] ∈ S 构成 S 中一个子集，其像在 ϕi 下为

ϕi(S ∩ Ui) =

{(
x0
xi
, . . . ,

x̂i
xi
, . . . ,

xn
xi

) ∣∣∣∣ [x0 : · · · : xn] ∈ S, xi 6= 0

}
.

令 W1 = {x ∈ W | xi = 1}。这是一个仿射子空间（如果非空），其维数为 m（因为 W

是 m + 1 维，超平面 xi = 1 是 n 维仿射子空间，且不平行于 W 时交为 m 维）。由于

S ∩ Ui 中的点一一对应到 W1（因为每个点有唯一的代表元使 xi = 1）。因此 ϕi(S ∩ Ui)

是 W1 在线性映射下 (x0, . . . , xi, . . . , xn) 7→ (x0, . . . , x̂i, . . . , xn)的像，而 W1 是仿射子空

间，其像也是仿射子空间（线性映射保持仿射结构），且维数不超过 m。由于映射是单

射（因为 W1 中的点由其余坐标唯一确定），像的维数等于 m。故 ϕi(S ∩ Ui) 是 Fn 中

一个 m 维仿射子空间。

定义 2.3. 设 Pn(F) 是 n 维射影空间，S ⊆ Pn(F) 为任意子集。我们称包含 S 的最小射
影子空间为 S 的（线性）射影闭包。具体的，为下述集合⋂

{L ⊆ Pn(F) | L 是射影子空间且S ⊆ L } = P
(
span{v ∈ Fn+1 | [v] ∈ S}

)
.

命题 2.1. (仿射子空间的射影闭包) 设 A = p+ V 是 Fn 中的一个 m 维仿射子空间，其

中 V ⊆ Fn 是 m 维线性子空间，p ∈ Fn。考虑 Fn+1 中的子集

W = {(pt+ v, t) | t ∈ F, v ∈ V }.
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则 W 是 Fn+1 的一个 m + 1 维线性子空间。并且，通过考察嵌入 φn+1 : Fn ↪→ Pn(F)，
(x1, . . . , xn) 7→ [x1 : · · · : xn : 1]，有 φn+1(A) = P(W ) ∩ Un+1，其中 Un+1 = {[x1 : · · · :
xn : xn+1] | xn+1 6= 0}。那么 P(W ) 是 φn+1(A) 的射影闭包。

证明. 由于

span{y ∈ Fn+1 | [y] = φn+1(x), x = p + v, v ∈ V }

= span{y = t(p + v, 1) ∈ Fn+1 | t ∈ F×, v ∈ V }

= span{y = (p + v, t) ∈ Fn+1 | t ∈ F×, v ∈ V } = W,

P(W ) 即为 A 的射影闭包。

推论 2.3.1. 设 P1, . . . , Pr ∈ Fn 是 r 个点，记它们的坐标为 Pi = (xi1, . . . , xin)。构造矩

阵

M =


x11 x12 · · · x1n 1

x21 x22 · · · x2n 1
... ... . . . ... ...
xr1 xr2 · · · xrn 1

 .

则这 r 个点落在某个 m 维仿射子空间中的充要条件是 rankM ≤ m+ 1。

证明. 将仿射空间 Fn 通过映射

ι : Fn ↪→ Pn(F), (x1, . . . , xn) 7→ [x1 : · · · : xn : 1]

嵌入到射影空间的仿射坐标卡 Un+1 = {[x1 : · · · : xn : xn+1] | xn+1 6= 0} 中。记
ι(Pi) = [xi1 : · · · : xin : 1]，其对应的齐次坐标向量为 vi = (xi1, . . . , xin, 1) ∈ Fn+1。设

V = span{v1, . . . , vr}，则 dimV = rankM。
必要性：设 P1, . . . , Pr 落在某个 m维仿射子空间 A ⊆ Fn 中。由命题 2.1，存在一个

m+ 1 维线性子空间 W ⊆ Fn+1，使得 ι(A) = P(W ) ∩ Un+1，且 vi ∈ W。于是 V ⊆ W，

故 dimV ≤ dimW = m+ 1，即 rankM ≤ m+ 1。

充分性：假设 rankM = dimV ≤ m + 1。由于每个 vi 的最后一个分量为 1，因此

射影子空间 S = P(V ) 与 Un+1 的交非空。由定理（射影子空间与仿射坐标卡的交是仿

射子空间），S ∩ Un+1 是一个仿射子空间，其维数为 dimV − 1 ≤ m。

2.4 齐次线性方程和对偶原理

命题 2.2. 任意一个超平面 H ⊆ Pn(F) 可以由一个非零齐次线性方程

a0x0 + a1x1 + · · ·+ anxn = 0, (a0, . . . , an) 6= 0

的零点集给出。反之，任何这样的方程定义了一个超平面。
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更一般地，任意 k 维射影子空间可以由 n − k 个线性无关的齐次线性方程联立定
义： 

a10x0 + a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0,
...

an−k,0x0 + an−k,1x1 + · · ·+ an−k,nxn = 0,

其中系数矩阵的秩为 n− k。这组方程的解空间（作为 Fn+1 的子空间）的维数为 k+1，

对应射影子空间的维数为 k。由前面射影闭包的定义，我们可以得到如下结果

定理 2.4. 设 A ⊆ Fn 是一个 d 维仿射子空间。则 A 可由一组仿射线性方程描述：
a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1,
...

ak1x1 + · · ·+ aknxn = bk,

其中 k = n− d，且系数矩阵 (aij) 的秩为 k。考虑嵌入 Fn → Pn(F), (x1, . . . , xn) 7→ [x1 :

· · · : xn : 1]。那么 A 的射影闭包为

{[x1, . . . , xn, xn+1] | ai1x1 + · · ·+ ainxn − bixn+1 = 0, i = 1, . . . , k}

注意到对于定义 k维射影子空间的齐次线性方程的系数，固定一个 i,将 ai,0, . . . , ai,n

换成 kai,0, . . . , kai,n 这里（k ∈ F×），不改变齐次方程的解，因此实际上一个 k 维射影

子空间可以由 n − k 个齐次坐标 {[ai,0; . . . ; ai,n] ∈ Pn(F) | i = 1, . . . , n − k} 确定。这启
发我们定义所谓的对偶射影子空间：

定义 2.4. 设 S ⊆ Pn(F) 是一个 k 维射影子空间。即

S = {[x] | ai · x = 0, i = 1, . . . , n− k}

其中 ai = (ai0, . . . , ain) ∈ Fn+1 \ {0} 是行向量, x 是列向量，且系数矩阵的秩为 n − k。
[ai] 张成的射影子空间

S∗ := P
(
span{a1, . . . , an−k}

)
⊆ Pn

称为 S 的对偶子空间。由于 span{a1, . . . , an−k} = {a ∈ Fn+1 | a · x = 0, ∀[x] ∈ S}，S∗ 的

定义与方程组的选取无关，且 dimS∗ + dimS = n− 1。特别的，超平面和点互为对偶。

定理 2.5 (对偶条件). 设 P1, . . . , Pm ∈ Pn 是 m 个点。则它们落在某个 r 维射影子空间

中的充分必要条件是：它们对应的对偶超平面 P ∗
1 , . . . , P

∗
m ⊂ Pn 的交集的维数大于等于

n− r − 1。
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证明. 在 Fn+1 中取坐标向量。设 Pi 的齐次坐标向量为 vi ∈ Fn+1 \ {0}。点 Pi 落在某

个 r 维射影子空间 S 中当且仅当 dim span{v1, . . . , vm} ≤ r + 1。

P ∗
i 对应于超平面 {x ∈ Fn+1 | x · vi = 0} 的射影化。注意到

⋂
P ∗
i = P

( m⋂
i=1

{x | x · vi = 0}
)
= P

(
Ker(ψ)

)
.

这里 ψ 为映射

Fn+1 → Fm, x 7→ (x · v1, . . . , x · vm)�

其像空间的维数为矩阵 (v1, . . . , vm)的行向量的秩，这也等于列向量的秩。因此 dim
⋂
P ∗
i =

dim Ker(ψ)− 1 = n− dim span{v1, . . . , vm}。

例 2.1. 在射影平面 P2 中，n = 2。三点共线（r = 1）当且仅当它们对应的对偶直线

P ∗
1 , P

∗
2 , P

∗
3 共点（n− r − 1 = 0），这正是点线对偶的经典结论。

2.5 局部仿射结构的抽象证明

超平面 H 对应于 Fn+1 中的一个 n 维线性子空间 W，即 H = P(W )。令 A =

Pn(F) \ H。我们将要证明 A 是一个仿射空间。取一个不在 H 上的点，即选一个向量

v0 ∈ Fn+1 \W。则任意点 P ∈ A 可以唯一地表示为

P = [v0 + w], w ∈ W.

这是因为：

• 若 P = [x]，由于 x /∈ W，可将 x 分解为 x = λv0 + w，其中 λ 6= 0，w ∈ W。再
通过缩放齐次坐标，令 λ = 1，即得 x = v0 + w，且 w 唯一。

• 反之，任何 w ∈ W 给出点 [v0 + w]，且该点不在 H 中（因为 v0 + w /∈ W）。

因此，映射

ψ : A −→ W, [v0 + w] 7−→ w

是一个双射。

通过 Φ 将 W 上的向量空间结构拉回 A：定义 A 上的加法为

P + w := ψ−1
(
ψ(P ) + w

)
, P ∈ A, w ∈ W.

由于 Φ 是双射，直接验证可知公理成立：

• P + 0 = P；

• (P + v) + w = P + (v + w)；

• 对任意 P,Q ∈ A，唯一的 w = Φ(Q)− Φ(P ) 满足 Q = P + w。
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因此 A 是以 W 为伴随向量空间的仿射空间。

上述构造中，向量空间 W 就是超平面 H 的方向子空间（即 H 对应的线性子空

间）。选定的点 [v0] 可以视为仿射空间 A 中的一个原点，但仿射空间本身不依赖于原点

的选择。

3 射影变换

3.1 射影变换

射影变换是射影几何的核心概念，它由向量空间上的可逆线性映射诱导。

定义 3.1. 设 T ∈ GL(n+ 1,F) 是 Fn+1 上的可逆线性变换。则 T 诱导一个映射

ΦT : Pn(F)→ Pn(F), [x0 : · · · : xn] 7→ [(x0, . . . , xn)T ].

由于 T 可逆且将非零向量映为非零向量，且与标量乘法交换（λ(xT ) = (λx)T )），此映
射是良定义的。称 ΦT 为 Pn(F) 上的一个射影变换。

命题 3.1. 射影变换具有以下基本性质：

1. ΦT 是双射，且其逆为 ΦT−1。

2. 射影变换将射影子空间映为射影子空间，且保持维数。

3. 所有射影变换构成一个群，记作 PGL(n+1,F)，称为射影线性群。它同构于 GL(n+
1,F) 模去标量矩阵 F×I。

射影变换的重要性在于它保持射影几何的基本结构，并且可以将任意点、超平面等

变换到标准位置。这一性质将在后面反复使用。

利用射影变换，我们可以证明射影空间去掉任何一个超平面后都同构于仿射空间。

这正是“射影空间是仿射空间的完备化”这一思想的精确表述。

3.2 一般位置与射影变换

我们可以通过一个适当的射影变换将图形置于特殊位置，从而大大简化计算，而不

失一般性。

定义 3.2 (一般位置). 设 Pn(F) 是 n 维射影空间，点集 {P0, P1, . . . , Pk} ⊆ Pn(F) 称为
处于一般位置，如果其中任意 n + 1 个点对应的齐次坐标向量线性无关。特别地，当

k = n+ 1 时，这 n+ 2 个点处于一般位置当且仅当任意 n+ 1 个点线性无关。

在 P2 中，四点处于一般位置等价于其中任意三点不共线；在 P3 中，五点处于一

般位置等价于任意四点不共面。
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引理 3.1. 设 Pn(F) 是 n 维射影空间，P0, . . . , Pn+1 是 n + 2 个处于一般位置的点（即

任意 n + 1 个点线性无关）。若射影变换 Φ : Pn(F) → Pn(F) 满足 Φ(Pi) = Pi 对所有

i = 0, . . . , n+ 1 成立，则 Φ 为恒等变换。

证明. 将 Pn(F)中的点视为 Fn+1 中的一维线性子空间。设 Φ由可逆矩阵 T ∈ GLn+1(F)
诱导。取 P0, . . . , Pn 的代表向量 v0, . . . , vn，它们线性无关，构成 Fn+1 的一组基。由于

Φ(Pi) = Pi，存在非零标量 λi ∈ F× 使得

viT = λivi, i = 0, . . . , n.

再取 Pn+1 的代表向量 vn+1。由一般位置条件，vn+1 不能由任意 n 个 vi 线性表示，特

别地它可以唯一地表示为基的线性组合

vn+1 = a0v0 + · · ·+ anvn,

且所有系数 ai 6= 0（否则 vn+1 就会与某 n 个 vi 线性相关）。因为 Φ 也固定 Pn+1，存

在 λn+1 ∈ F× 使得 T (vn+1) = λn+1vn+1。另一方面，由线性性

vn+1T =
n∑

i=0

aiviT =
n∑

i=0

aiλivi.

比较两式得
n∑

i=0

aiλivi = λn+1

n∑
i=0

aivi.

由于 vi线性无关，比较系数得 aiλi = λn+1ai对所有 i成立。因为 ai 6= 0，所以 λi = λn+1。

因此所有 λi 相等，记此公共值为 λ。于是 viT = λvi 对所有 i 成立，即 T 在基上的作

用是数乘 λ，从而 T = λI 是标量矩阵。标量矩阵在射影空间上诱导的变换是恒等变换，

故 Φ 为恒等变换。

定理 3.1 (射影变换的确定). 设 {P0, P1, . . . , Pn+1} 和 {Q0, Q1, . . . , Qn+1} 是 Pn(F) 中
两个处于一般位置的 n + 2 点组。则存在唯一的射影变换 Φ ∈ PGL(n + 1,F)，使得
Φ(Pi) = Qi 对 i = 0, 1, . . . , n+ 1 成立。

证明. 取每个 Pi 的齐次坐标向量 pi ∈ Fn+1 \ {0}，则 n+ 1 个向量 p0, . . . , pn 线性无关

（由一般位置保证）。类似地，取 Qi 的齐次坐标 qi，则 q0, . . . , qn 线性无关。

由于 {p0, . . . , pn} 是 Fn+1 的一组基，存在唯一的线性映射 T : Fn+1 → Fn+1 使得

T (pi) = qi 对 i = 0, . . . , n。T 是可逆的（它将基映为基），从而诱导一个射影变换 ΦT，

满足 ΦT (Pi) = Qi 对 i = 0, . . . , n。

现在考虑第 n+ 1 个点 Pn+1。将 pn+1 用基 {pi} 表示：

pn+1 =
n∑

i=0

aipi, ai ∈ F.
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由一般位置知，所有 ai 6= 0（否则 pn+1 将与某 n 个 pi 线性相关）。类似地，将 qn+1 用

基 {qi} 表示：

qn+1 =
n∑

i=0

biqi, bi 6= 0.

我们希望通过调整齐次坐标的代表元使得 pn+1T 与 qn+1 成比例。为此，重新选取代表

元如下：

p′
i = aipi, q′

i = biqi (i = 0, . . . , n),

而 p′
n+1 = pn+1，q′

n+1 = qn+1（保持第 n + 1 个点不变）。则 {p′
i} 仍是一组基，且

p′
n+1 =

∑n
i=0 p′

i（因为 pn+1 =
∑
aipi =

∑
p′
i）。同样，q′

n+1 =
∑

q′
i。

取矩阵 T ′ 使得，p′
iT = q′

i 对 i = 0, . . . , n。则 T ′ 可逆，且

p′
n+1T

′ =
n∑

i=0

p′
iT

′ =
n∑

i=0

q′
i = q′

n+1.

因此 T ′ 诱导的射影变换 ΦT ′ 满足 ΦT ′(Pi) = Qi 对所有 i = 0, . . . , n + 1 成立（注意 Pi

的代表元已调整为 p′
i，但 p′

i 与 pi 成比例，故对应同一点；同样 Qi 亦然）。

唯一性：若存在两个射影变换 Φ,Ψ 满足条件，则 Φ−1Ψ 固定 n + 2 个处于一般位

置的点，由引理，这样的变换必为恒等变换。故 Φ = Ψ。

注 3.1. 定理中的唯一性可由维数计算解释：PGL(n+1,F)的维数为 (n+1)2−1 = n2+2n，

而每个点给出 n个独立条件（因为坐标比例自由），n+2个点恰好给出 n(n+2) = n2+2n

个条件，从而唯一确定一个射影变换。

3.3 射影变换与仿射变换的关系

射影几何与仿射几何之间有着密切的联系：仿射几何是射影几何在选定一条“无穷

远直线”后的子几何。具体地，一个射影变换如果保持某条直线（称为无穷远直线）不

变，那么它在去掉这个直线的仿射空间的限制就是一个仿射变换；反之，任何一个仿射

变换都可以唯一地延拓为一个保持无穷远直线不变的射影变换。

定义 3.3. 设 Φ 是 Pn(F) 上的一个射影变换，由可逆线性变换 T ∈ GL(n + 1,F) 诱导。
如果存在一个超平面 H ⊂ Pn(F) 使得 Φ(H) = H，则称 H 是 Φ 的不变超平面。

在齐次坐标下，超平面 H 由线性方程 ax = 0 定义，不变性意味着 T 将 a⊤x = 0

的解空间映为自身，即存在 λ ∈ F× 使得 a⊤T = λa⊤，换句话说，a是 T⊤ 的一个特征向

量。特别地，如果 F = R 且 n 是奇数，或者 F = C，那么这样的不变超平面一定存在。
如果我们选定一个超平面作为“无穷远”超平面 H∞，并考虑所有保持 H∞ 不变的

射影变换，这些变换构成 PGL(n+ 1,F) 的一个子群。下面我们将看到，这个子群恰好
同构于仿射变换群。
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定理 3.2. 我们假设射影变换 Φ 存在一个不变的射影超平面 H。由于 H = P(W )，其中

W ⊂ Fn+1 是 n 维线性子空间。Φ(H) = H 意味着 T (W ) = W（作为线性子空间）。因

此 T 限制在 W 上是一个可逆线性变换，记作 ϕ = T |W : W → W。令 A = Pn(F) \H，
这是一个仿射空间。那么 Φ|A : A→ A 是一个仿射变换。

证明. 令 v0 6∈ W，对任意 P,Q ∈ A，设 P = [v0 + w], Q = [v0 + w′]，其中 w,w′ ∈ W。
则

Φ(P ) = [(v0 + w)T ] = [v0 + wT ] = [v0T + ϕ(w)],Φ(Q) = [v0T + ϕ(w′)].

由于 Tv0 /∈ W（否则 v0 ∈ T−1(W ) = W，矛盾），因此 [Tv0] ∈ A。因此

−−−−−−−→
Φ(P )Φ(Q) = ψ(Φ(Q))− ψ(Φ(P )) = ϕ(w′)− ϕ(w) = ϕ(w’− w) = ϕ(

−→
PQ).

这表明 Φ|A 是仿射变换，其线性部分为 ϕ。特别地，平移部分由 Φ 在 A 上的作用自然

给出。

同样，反过来我们由仿射变换，可以将其延拓成射影变换：

定理 3.3. 给定仿射空间 A ∼= Fn 上的一个仿射变换 f(x) = Ax + t（A ∈ GL(n,F)，
t ∈ Fn），我们可以将其唯一地延拓为射影空间 Pn(F) 上的射影变换 Φ，使得 Φ 保持无

穷远超平面 H∞ 不变。延拓的矩阵为：(
A t
0⊤ 1

)
.

在齐次坐标下，该映射为 [x1 : · · · : xn : xn+1] 7→ [Ax + txn+1 : xn+1]。当 xn+1 6= 0 时，

即为原仿射变换；当 xn+1 = 0 时，点落在无穷远直线上，被映为 [Ax : 0]，即无穷远直

线上的点，且该映射是良定义的。

例 3.1. 在 R2 中，平移 f(x, y) = (x+ 1, y + 2) 的射影延拓为：

[x : y : z] 7→ [x+ z : y + 2z : z].

在仿射坐标卡 z = 1 上，得到 (x + 1, y + 2)；在无穷远直线 z = 0 上，映射为 [x : y :

0] 7→ [x : y : 0]，即恒等映射，因此无穷远直线上的点保持不变。

3.4 点列的交比

在射影空间 Pn 中，任意一条直线 L 都是 P1。设 A,B,C,D ∈ L 是四个不同的点。
选择 A 和 B 的齐次坐标向量 a, b ∈ Fn+1（非零）。由于 A 6= B，a 与 b 线性无关。L
上的任意点 X 可以表示为

X = [λa + µb], (λ, µ) 6= (0, 0),
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从而我们得到了一个双射

L→ P1, X 7→ [λ : µ]

其中 [λ : µ] ∈ P1 称为点 X 在基 a, b 下的齐次坐标。特别地，

A = [1a + 0b] ←→ [1 : 0], B = [0a + 1b] ←→ [0 : 1].

上述表示依赖于 a, b的具体选择。若改用另一组代表 a′ = αa, b′ = βb（α, β ∈ F×），

则点 X 的表示变为

X = [λ′a′ + µ′b′] = [λ′αa + µ′βb].

与原来的 [λa+ µb] 比较，得 (λ′, µ′) = (λ/α, µ/β)。因此，X 的齐次坐标在基变换下变

为 [λ : µ] 7→ [λ/α : µ/β]。

定义 3.4. 设 C 和 D 在基 {A,B} 下的坐标分别为 [αC : βC ] 和 [αD : βD]，即

C = [αCa + βCb], D = [αDa + βDb].

则四点 A,B,C,D 的交比为

(A,B;C,D) =
αCβD
βCαD

. (1)

容易证明，交比的定义与 A,B 的齐次坐标代表元的选取无关。

命题 3.2. 交比具有以下对称性质：

(A,B;C,D) = (C,D;A,B),

(A,B;C,D) =
1

(A,B;D,C)
.

证明. 第二条性质是显然的。对于第一条性质，令 c = αCa + βCb, d = αDa + βDb，我
们容易得到 A = [βDc− βCd], B = [αDc− αCd], 计算可得。

定理 3.4. 设 Φ : Pn(F)→ Pn(F) 是由可逆线性变换 T ∈ GL(n+ 1,F) 诱导的射影变换。
A,B,C,D 是射影直线 L ⊂ Pn(F) 上四个不同的点，那么

(A,B;C,D) = (Φ(A),Φ(B); Φ(C),Φ(D)).

证明. 由 Φ 的定义，Φ(A) = [aT ]，Φ(B) = [bT ]，且

Φ(C) = [αCaT + βCbT ], Φ(D) = [αDaT + βDbT ].

于是

(Φ(A),Φ(B); Φ(C),Φ(D)) = (A,B;C,D).

证毕。

下面引理会在证明帕斯卡定理时使用
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引理 3.2. 在射影直线 P1(F) 上，固定三个不同的点 A,B,C。对于任意点 X ∈ P1，定

义

ϕ(X) = (A,B;C,X).

则 ϕ 是 P1 \ A 到 F 的双射（一一对应）。特别地，ϕ 是单射。

证明. 取射影坐标，令 A = [1 : 0], B = [0 : 1], C = [1 : 1]（三点处于一般位置，可通过

射影变换实现）。则任意点 X = [x : 1]（x ∈ F）满足

(A,B;C,X) =
1 · x
1 · 1

= x,

因此 ϕ 是双射。

例 3.2. 在具体计算中，我们往往是从A,B,C,D的齐次坐标出发进行计算。设A,B,C,D

的齐次坐标向量分别为 a, b, c, d。假设 c = αCa + βCb, d = αDa + βDb. 当 n = 1(即在
射影直线中)，我们可以计算下列行列式：

det(a, c) = det(a, αCa + βCb) = βC det(a, b),

同理得到

det(a, d) = βD det(a, b), det(b, c) = αC det(b, a) = αC det(a, b), det(b, d) = αD det(b, a).

因此

(A,B;C,D) =
αCβD
βCαD

=
det(a, d) det(b, c)
det(a, c) det(b, d) .

例 3.3 (从交比得到单比). 考虑仿射直线 F 上的三个不同点 a, b, c ∈ F。将它们嵌入到
射影直线 P1(F) 中，标准嵌入为

t 7−→ [t : 1],

并添加无穷远点 ∞，其齐次坐标为 [1 : 0]。于是我们得到射影直线上的四个点：

A = [a : 1], B = [b : 1], C = [c : 1], D = [1 : 0].

不妨假设 a = 0 (将 b, c 分别替换为 b− a, c− a)。那么

(c, 1) =
b− c
b

(0, 1) +
c

b
(b, 1), (1, 0) =

−1
b
(0, 1) +

1

b
(b, 1)

计算交比

(A,B;C,D) =
(b− c)/b2

−c/b2
=
b− c
−c

= (A,B;C)

即有向单比。
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3.5 线束交比

设 O 是射影平面 P2 中的一个点。过 O 的直线族称为一个线束。每条过 O 的直线

L 可用齐次线性方程

uX + vY + wZ = 0

表示，其中系数 (u, v, w) 6= (0, 0, 0) 且满足 ux0 + vy0 +wz0 = 0（[x0 : y0 : z0] 是 O 的齐

次坐标）。系数 (u, v, w) 在比例意义下唯一确定 l，因此每条直线对应射影对偶平面 P2

中的一个点，记为 l∗ = [u : v : w]。由于 O 固定，所有 l∗ 位于 P2 的一条直线上（即对

偶直线 O∗）。因此，线束中的直线与对偶直线 O∗ 上的点一一对应。

定义 3.5. 给定线束中四条直线 La, Lb, Lc, Ld，它们对应对偶直线O∗上的四个点 a∗, b∗, c∗, d∗。

则直线 La, Lb, Lc, Ld 的交比定义为这四个点在 O∗ 上的交比：

(La, Lb;Lc, Ld) := (a∗, b∗; c∗, d∗).

将 Lc 和 Ld 用 La, Lb 线性表示为

Lc = αLa + βLb, Ld = γLa + δLb,

其中 (α, β) 6= (0, 0)，(γ, δ) 6= (0, 0)，且系数视为齐次坐标（即 (α, β) 与 (γ, δ) 相差非零

常数倍代表同一直线）。则

(La, Lb;Lc, Ld) =
αδ

βγ
.

该值与基直线的选取无关，且在射影变换下保持不变。

取一条不经过 O 的截线 l，设 l 与 La, Lb, Lc, Ld 的交点依次为 A,B,C,D。取射影

变换使得 A,B 在 l 上的齐次坐标可以取为 [1 : 0] 和 [0 : 1]，而 C,D 的坐标正是 [α : β]

和 [γ : δ]（因为直线与截线的交点坐标与直线参数成比例）。因此，

(A,B;C,D) =
αδ

βγ
= (La, Lb;Lc, Ld).

故线束交比与相应点列交比一致。

4 射影平面几何的两个经典定理

在本节中，我们用射影坐标的方法证明德萨格定理和帕普斯定理。

4.1 德萨格定理

定理 4.1 (德萨格定理). 设 4A1B1C1 和 4A2B2C2 是射影平面 P2(F) 中的两个三角形
（顶点不共线）。若三对对应顶点的连线 A1A2, B1B2, C1C2 共点于 O，则三对对应边的

交点

P = B1C1 ∩B2C2, Q = C1A1 ∩ C2A2, R = A1B1 ∩ A2B2

共线。
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证明. 不妨假设 A1, B1, C1, O 处于一般位置，否则三对对应边中存在一对重合，定理平

凡成立。我们可以通过射影变换使它们的坐标分别为

A1 = [1 : 0 : 0], B1 = [0 : 1 : 0], C1 = [0 : 0 : 1], O = [1, 1, 1].

由于 A2 在直线 OA1 上，不妨设 A2 6= A1，则存在 a ∈ F 使得

A2 = [a+ 1 : 1 : 1].

如果 A2 = A1，则 O = A2 = A1 = [1 : 0 : 0]，在上式中取任意 a 即可。

类似地，B2 在 OB1 上，存在 b ∈ F 使得

B2 = [1 : b+ 1 : 1].

C2 在 OC1 上，取参数 c ∈ F 使得

C2 = [1 : 1 : c+ 1].

现在计算交点 P = B1C1 ∩ B2C2。直线 B1C1 的方程为 x0 = 0，故 P 可设为

[0 : p : q]。直线 B2C2 上的点可参数化为 sB2 + tC2，由坐标可知 s = −t. 代入得

P = [0 : −tb : tc] = [0 : b : −c].

即 P = [0 : b : −c]。
类似地，Q = [a : 0 : −c]，R = [a : −b : 0]。
验证三点共线，计算行列式

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 b −c
a 0 −c
a −b 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
按第一行展开：

∆ = 0 ·

∣∣∣∣∣ 0 −c
−b 0

∣∣∣∣∣− b ·
∣∣∣∣∣a −ca 0

∣∣∣∣∣+ (−c) ·

∣∣∣∣∣a 0

a −b

∣∣∣∣∣ .
计算：

−b · (a · 0− (−c)a) = −b · (ac) = −abc,

−c · (a(−b)− 0 · a) = −c · (−ab) = abc.

故 ∆ = −abc+ abc = 0，因此 P,Q,R 共线。
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4.2 帕普斯定理

定理 4.2 (帕普斯定理). 设 l1 和 l2 是射影平面 P2(F) 中的两条直线，A,B,C ∈ l1 为三
个不同点，A′, B′, C ′ ∈ l2 为三个不同点。则交点

P = AB′ ∩ A′B, Q = AC ′ ∩ A′C, R = BC ′ ∩ B′C

共线。

证明. 假设 A 是 l1, l2 的交点，那么 P = Q = A′, 结论平凡成立。因此我们不妨假设六
个点都不是 l1, l2 的交点。

通过一个射影变换，我们可以将直线 l1 和 l2 分别变为坐标轴 x2 = 0 和 x1 = 0。这

是因为任意两条不同的直线总可射影地映为任意两条直线。

注意到这时候交点为 [1:0:0]，由于六个点互异且不在交点上，它们的坐标可写为

A = [a : 1 : 0], B = [b : 1 : 0], C = [c : 1 : 0], A′ = [a′ : 0 : 1], B′ = [b′ : 0 : 1], C ′ = [c′ : 0 : 1],

其中 a, b, c ∈ F 互不相等，a′, b′, c′ ∈ F 互不相等。
计算直线 AB′ 与 A′B 的交点 P。AB′ 过 [a : 1 : 0] 和 [b′ : 0 : 1]，其方程可由行列

式得到为 x0 − ax1 − b′x2 = 0（求在三维空间中的法向量即可）。A′B 过 [a′ : 0 : 1] 和

[b : 1 : 0]，方程为 −x0 + bx1 + a′x2 = 0。联立解得

P = [bb′ − aa′ : b′ − a′ : b− a].

同理可得

Q = [cc′ − aa′ : c′ − a′ : c− a], R = [cc′ − bb′ : c′ − b′ : c− b].

现在验证 P,Q,R 共线。考虑行列式

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
bb′ − aa′ b′ − a′ b− a
aa′ − cc′ a′ − c′ a− c
cc′ − bb′ c′ − b′ c− b

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
三行相加得到 0, 因此矩阵的行向量线性相关，故 ∆ = 0，P,Q,R 共线。
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